SOBRE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

DEL SEGUNDO ORDEN
I DEL PRIMER GRADO ENTRE n+1 VARIABLES

——

En todas las teorias fisicas, las ecuaciones diferenciales par-
ciales' desempefian el papel principal, puesto que las leyes fun-
damentales de los fendmenos tienen por enunciado ecuaciones
diferencialec. Para establecer estas teorfas, e< precico admitir
la -existencia de moléculas i de fuerzas atractivas i repulsivas’
que obran entre ellas, sin que la esperiencia nos pueda informar
sobre la naturaleza de estos elementos de la materia, pero esta.
circunstancia no modifica la verdad de que aquellas ecuaciones
enuncian efectivamente las verdaderas leyes fundamentales def
la naturaleza. Pues, las consecuencias deducidas de estas leyes
d'ferenciales han sido rigurosamente comprobadas por la espe-
riencia, i Dasta llamar la atencion hdma el asombroso deqcubn-

rrier, para convencer a quien dudare de esto.

Asi es que desde el afio 1747, época en ‘que d’Alembert re-
solvié por primera vez un problema fisico por medio de ecua-
ciones diferenciales parciales, éstas no han dejado de influir cad
vez ‘mas en nuestras ideas sobre los ajentes de la naturaleza,
convirtiendo algunos ramos de la ciencia fisica en verdaderas
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pertenencias de las matematicas especulativas. Miéntras asi la
fisica daba un nuevo impulso al desarrollo de las matc'mé.ticas,
éstas, a su vez, suministraban a aquélla un fundamento en que
"se ha podido cimentar el magnifico edificio de las teorfas de la
fisica moderna.

Entre las ecnaciones diferenciales parciales, las del segundo
6rden son mas usadas en fisica i, por esto, es cuestion pri-
mordial de las matemadticas el encontrar las soluciones jenecrales
de estas ecuaciones para someterlas a la comprobacion de la
esperiencia. Pues, como las leyes enunciadas por las ecuaciones.
diferenciales, solo se refieren a lo infinitamente pequefio, la.
exactitud de estas leyes no puede comprobarse de otro modo.
que integrandolas i pasando por cste medio de lo infinitamente
pequefio a lo perceptible. Por esto para atender bien a las nece-
sidades de la ciencia fisica, es necesario que se encuentren mé-
todos jenerales para integrar, es decir, resolver las ecuaciones.
diferenciales parciales, i los ilustres nombres de Fourier, Ber-
noulli, Laplace, Jacobi, etc., demuestran la importancia que,
desde tiempo hd, se atribuye en los circulos matematicos al des-
arrollo de este ramo de la ciencia.

Para la integracion de las ecuaciones diferenciales parciales.
del segundo drden i primer grado puede ser ventajoso reducir-.
las a sistemas de ecuaciones diferenciales del primer drden, i la

condicicnes bajo las cuales la ecuacion diferencial parcial mas
jeneral del segundo 6rden i primer grado puede ser equivalente
a un sistema de dos ecuaciones diferenciales del primer érden ¥
primer grado (*).

1.0

La forma mas jeneral de las ecuaciones diferenciales en cues-
tion, es la siguiente:

e 234 Sa = b, Vb,

h:ﬂn':n . a2V k=n aV
=1i=1 b li.‘fkﬂ’fb’i +kzx (Z’Ik B

h

(*) Para el caso especial de dos variables -independientes esta cuestion
ha sido tratada por el sefior Dr. F. Engel en los Anales de la Real Academia
Sajona de Ciencias, Seccion Fisico-matemitica del afio 1882,




'ECUACIONES DIFERENCIALES 677

siendo 7 una funcion de las variables independientes x,, x,,...
,; los cocficientes Ay, ax, b, 1 6, serdan tambien funciones co-
nocidas de las mismas variables. Sin perjuicio a la jeneralidad
de la ecuacion 1.° puede admitirse que

Ah;EAih(*) i A 1 IZO,

si bicn sucediera que una # otra de las cantidades A;; fuera
igual a cero.

Bajo ciertas condiciones que serdn enunciadas mas adelante,
la ecuacion diferencial propuesta es cquivalente a un sistema
de ecuacioncs diferenciales de la forma siguiente:

[ohsn gy .
¥ Ty —=b, V406,
) h=1x Th
= i=n g7
) S =1
Voimr A

siendo # wuna -nueva variable independiente i funcion de z,,

Xy o . . 2. Pues, eliminando a # ¢n este sistema, tenemos:

bz g5 AV 4 v
5 < 1 .  \= 7
3.7 h§: Ef: 7n (/]{1’:_‘ {i!’; XJ‘ dfidth . ) _bl L +b‘,

Comparando esta ecuacion con la propuesta, resulta el tco-
rema siguiente: )

Para que las ecuaciones 1.2 i 3.2 sean equivalentes es necesario
que se pueda satisfacer sintultdneamente a las X% ecuaciones

3

44;;= AR .
40 \ 2 Ani=msit7i s
|, s
{ fdp= &7 “/’
\ h=1 dry
por las zn cantidades v, 7y, . . .. Vo S, Say . . . 5

(*) Elsigno ==significa que la ecuacion se satisface idéaticamente.para
todos los valores de las incognitas, de modo que ninguna de ellas puede
despejarse, por medio de esta ecuacion, en funcion de las demas.
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Como 2k > 27, el sistema 4.° contiene mayor numero de
ecuaciones que de incognitas, resultando de ahi que las incdg-
nitas pueden ser eliminadas en cste sistema, siempre quelas
ecuaciones que lo forman, sean independientes una de otra. La
eliminacion de las incégnitas dard por resultado cierto namero
de ecuaciones entre los coeficientes del primer miembro de la
ecuacion propuesta, ecuaciones que formardn las condiciones
bajo las cuales la ecuacion 1.2 es equivalente a la 3.2 i, de con-
siguiente, al sistema 2.0 Como ¥2£3) es el nimero de las ecuacio-
nes, 27 el de las incégnitas, se observa que el ndmero de condi-
ciones ha de ser Mo — 25 0 sea g1,

Para encontrar estas condiciones, es preciso notar que de
las 22 ecuaciones 4.0, ¢

D son ecuaciones aljebrdicas. A éstas
se les puede dar la forma siguiente:

u{”h siFrisy=2 Ay

La segunda de estas ecuaciones nos da la definicion de las
cantidades Ay; que obedecen, como sc ve, a las condiciones:

A=A t Ay=0
Combinando las ccuaciones
7 5= Ay

con las 5.9, la soluciones de las ecuaciones aljebrdicas son las
siguientes:

Ay
¥y =
604
lﬁ _ Anit Ay
Sho Am

Estas ecuaciones no determinan mas que las razoncs que
guardan entre sf las 5; 1 5, pero no los mismos valores de estas
cantidades, o lo que es lo mismo, por las ecuaciones 6.0 quedan
determinadas todas las cantidades #; i 5; con excepcion de una
sola, 0 en otros términos: los valores de las #; se presentan como
productos que tiénen un factor indeterminado.
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Las operaciones que efectuaremos para encontrar el valor de
este factor indeterminado, nos suministrardn al mismo tiempo
las condiciones buscadas.

Pues, reemplazando en las ecnaciones

h=
P dsye

ay = 2 Py
h=1 a”-th

las #, por los valores que resultan de 6.9, obtenemos:

h=n
7_0 ay = = ihﬁ C{:k
h=:t Sk ﬂlﬂ-’h

Si estas ecuaciones no son contradictorias a las otras

go S _ At
Cos Ay

los valores de las #; i 5; pueden ser determinados efectivamente
por medio de las ecuaciones del sistema 4.0 Las condiciones
bajo las cuales las ecuaciones 7.2 no son contradictorias a las
8.9, son al mismo tiempo las necesarias para que la ecuacion
1.2 sea equivalente a la 3.2 0, en otros términos, para que la ecua-
cion 1.2 sea equivalente a un sistema 2.° Para encontrarlas usa-
mos las ecuaciones:

h=m g (275;(
h=: Sh dxy
b A ds;

h=1 Sh [i'rh

ay =

i

i la igualdad:

{ij C Sk [Z.Y'l
i d,t’h .S'ig ﬂ’Ih

s . . I
Multiplicando la primera de estas ecuaciones por —, la se-
Si :

Sk - .
gunda por — 1 restando, tenemos:
. 5

bt T S = g
si dry 512 dry / Si 52"

h§anhh<[ AR _ﬁig\ @ S

24 <
k=x Jh
\
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© bien:
Sk
h;ndhh_ Si_ @ Sk
b=y Sn Aty i 520"
i multiplicando esta ecuacion por s
Sk
h=n .
s S
2 ‘4}1)1 : —?k< =ay — a3
h=1 Sh 2% i

Este sistema de ecuaciones se convierte en el de las condicio-
nes buscadas, si reemplazamos en él las razones% por los valo-
h
res que se desprenden de 6.2, 1 efectuando esta operacion, re-
sulta el teorema:

. wPara que el sistena de ecuaciones 4.° pueda ser satisfecho simal-
tdneamente por las fuiciones v r,,... Ty Sy, Ss,... Sa, €5 NECESAVIO
que los coeficientes del primer mmiembro de la ecuacion 1.2 llenen ias
condiciones siguientes:

dALl"{"Akx
o C ‘ L (A —\ A i _ +4 A kit A;\l 0
0. ki== = hi 'f‘ hi/ w—‘l/"ﬂ;r ay Au ‘ =\

condiciones en las cuales a los indices k ¢ 1 se les puﬂde atribuir
<ada une de los valores 1, 2,... n.u

Como A;=0, las condicxones anteriores se satisfacen ¢o zpso,
si £=1{, de maunera que el sistema 9.° es de M%) ecuaciones, re-
sultado ya deducido a priori.

De lo anteriormente espuesto se desprende ademas que no
existe mas que un solo sistema de valares 71 5;, si entre los coe-
ficientes de la ecuacion propuesta existen las "0=2 condiciones
:9.° i ninguna mas que éstas. _

Ahora bien, llendndose realmente todas las condiciones (i; =0
las écuaqioncs 4.° se resuelven dé la manera siguiente:

Las ecuaciones 6.° han dejado indeterminado uno de los
walores s, i como hemos admitido que 4, ,=0, ser4 conveniente
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tomar s, por factor indeterminado que ha de determinarse por
imedio de la ecuacion diferencial

hzn  ds,
10.° a, = df’t,dr
h

Ahora bien, de las ecuaciones 6.0 se desprendc:

, Al + AL

1

=

11

i reemplazando s; por este valor en la 2.2 de las ecuaciones 6.°
tenemos:

1 ifl‘_l 1 2 A+ Awi
S

Sh A A+AL
i como
Ann
=
Sh
resulta que
” _All . ‘4l\i+Ahi
= . T2k
B A13+A1i

Sustituvende, en la ecuacion 1023 # nor este valor, se vé

ue s, es la solucion de la ecuacion:
1

S a4 (A“-i—_&ll)#flu — \Am’{"Am)d
-0 bien:

1128 a,(A;+4,:)= Au S (At An)

dlog s,
h=1x ‘Zf"h

Como, en esta ecuacion, la suma solo se estiende sobre ci
indice %, pudiendo atribuirse a 7 cada uno de los valores
1,2, ... 7 la ecuacion 112 representa un sistema de 2 ecua-
ciones, cuya solucion comun es s, Mas adelante vamos a esta-
blecer las condiciones, bajo las cuales este sistema admite una
solucion comun.
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. Ahora bien; habiéndose encontrado el valor de s, las solu~
ciones del sistema 4.° son las siguientes:

A +A
so=5, lhn ‘hv/z—z,g,....n
120 <1y '
” ___AI‘L’ . “_44),1-';':\},1’ i_44h1+Ahl
vt oS,y o5 Sh - Apy

De lo arriba espuesto se deduce cl teorema siguientc:
1S4, bajo la suposicion de que A=V, se satisfacen las @

diciones Ciu=0, la ecuacion diferencial parcial 12 es equivalente
al sistema 2.°, cuyos 2n cogficienies v i s se deferminan pov medio
de las ecuaciones. 110 1 12.%

II

El teorema anterior no es valido mas que en el caso de que
al ménos una de las 7z cantidades A; sea dxferentc de cero.
Réstanos, pues, considerar el caso de que

A,=d,,=4d,,=. .. .=4d,,=0.
En este caso, las ecuaciones 4.0 s¢ trasforman en las si-
guientes: '
D=7 5
\ 2An =7n Si+ 75y
4&,4 b=n AT

v, ax. = 27]1 4 -
\ h=1 ‘rh

Para satisfacer a las 'z ecuaciones 7; s; = 0, es necesario
que al ménos z de las cantidades » i 5 sean iguales a cero i
de tal modo que, si'7, 7, . ... 7, son iguales a cero, lohan
de ser tambien las spiu, Smgs, - - - . -Sn. Asimismo se ncta
que a; =0, siempre que 5; =0.

Supongamos ahora que, si algunas de las cantidades s; son
iguales a cero, no lo s=a s,, de modo que, para satisfacer a la

ecuacion 7, 5, =0, es necesario admitir que 7, =0.
Para entrar a resolver el sistema 4, , demos por centado que
a las ecuaciones #; s5; = 0 se les satisfaga por

130 {rlzrg——‘ o =%pem=0

Sn—n\+1=5n-m+:=- L. =8y 20
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de modo que tambien

14-0 Qp-m+: = nomtr = ... EanEO

Estas ecuaciones represcntan sz de las M0 condiciones que
han de llenarse para que se pueda satisfacer a las 243 ecuacio-
nes 4.2) por medio de las 2z cantidades #;i s. Para encontrar
las demas condiciones, es preciso observar que, a consecuencia
de las ecuaciones

2 Ahi =" 5i+1’ Sh
todas las cantidades

15.0 4, =0

si a p le corresponde uno de los ndmeros 1,2 . . .z—miag
uno de los ndmeros 2, 3. . . z—s— I. Estas son otras @=mp—mw—1}
de las condiciones que buscamos. Ademas de esto, deducimos
del mismo modo que deben cumplirse las candiciones

si a los {ndices u 1 y corresponden respectivamente los valores
B omlI, m—mta | nin—m*2 n—m+3, ... n—1 El
nimero de las condiciones 16.° es @D,

Como, entre todas, han de establecerse 2050 condiciones, re-

sulta que faltan todavia

mmin—1 n—m\(n—m—1 m(m—1)
Lw’)—m — L*J,vwh) — m—1) =m(n—m—1)

2 2

dé ellas, Para encontrarlas, dcbemos considerar aquellas de las
ecuaciones 4a) que no caen bajolas condiciones 14.0, 15.°1 16,°,

esto es, las siguientes: .
(24t=75n
17.°0 4 Izn dsk
? a= X o —
\ l=n-m-+1x d/’b’[
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en las cuales corresponden a los indices los valores que pasa-
mos a indicar:

Y

=1,2,....n1n—m
{=n—m+1,n—m+z ... .n
k=1,2,.... u—m

El ndmero de las ecuaciones que restan es m(n—m)+n—m
¢ sea (m+ 1)(nz—m). Para satisfacerlas por medio de z incdg-
nitas, es preciso que entre sus coeficientes existan todavia

(m+1)(n—m)—n=m(n—m—1)

condiciones, resultado que ya dntes hemos deducido.
En el caso especial de que m=#— 1, bastan las condiciones
ya deducidas, 1 no es necesario deducir otras.
Entre las (m+ 1)(z — m) ecuaciones que componen el sistema
17.9, m(n—m) son aljebraicas i pueden determinarse por medio

s -
de ellas las razones »SE del modo siguiente:
v :

SV_ /]Iu‘ 7
Sy 14)/, z
teniendo los indices los valores que vamos a indicar:
'U'j =1,2,....0—71
v
f=p—mE i, n—m+2, .. ... 7.

S ;e . .
Como la razon S"“ depende del indice variable 7, resulta que
14
x’i,u,. z
Ay, z
prendidos entre #—sm + 1 i z. Escribiendo estas condiciones in
extcnso, se vé que son las siguientes:

tiene un valor constante para todos los valores de 7 com-

13 £M,¢;—17z+1:z4#,n—7;z+2= :4%7:
Av,n

141/, n—m+1 14)/,7;—-772—(—2

Este sistema de {n-nople-m-n) condiciones se-reduce, sin em-
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bargo, a otro sistema de menor nimero de condiciones, pues
facil es ver que todas estas condiciones pueden deducirse de las
ofras:

/4,,;,12—111—*—1_/4,(;,71—7/:—%2 14#,72
19. = T e
z41,7z-m+1 141,72—7}2+2 x‘./[r,n

i este sistema no representa mas que

{m—1) (n—m—1)

-ecuaciones. Las z—m— 1 condiciones que nos faltan todavia, se
deducen del modo siguiente:
De las ecuaciones 17.° se desprende:
24y

Y=
Sh

Ahora bien, sustituyendo en la segunda de estas ecuaciones,
# por su valor, i tomando en consideracion que a los indices
les corresponden los valores que pasamos a indicar:

}Z)
k r=1,2,....0n—m
V20,
1 _ )
e =n—m+1l,n—m+2, ....n
43
tenemos las dos ecuaciones:
I An dse
@& =2 = - —
l=n-m+1 Sh d,f[
=0 4 ds
ay=2 2 pi L

l=n-m+1 Sh [ix
- - 3 I.
Multiplicando la primera de estas ecuaciones por — > la se-

Sk .
gunda por —}'E » 1 sumando, tenemos:
P

1= 5
a Sk 0 4 K
L oy =2 > ol S

.Sy Sp l=o-mi: Sh dxy



[
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o bien, multiplicando los dos miembros por s, i reemplazando

Sk 7
las razones = por sus valores dntes encontrados, resulta que:
Ny

P
Ak
A n A . o ITX
aAx— Ak}(lp=2 > Ahl'Am Ap; .
Pr I=n-m+r i 11’1:'1
Pero como
A},}_ Apl

: Ahi A pi

resulta que

Apl' =Api,

f/l hl * Ah‘
i

de manera que estas condiciones se convierten en las otras:

Axi

Axi I=n ==

20.° ax — - kl—aPZZ b Apl' d Api
Api l=n-m+1 d’t’]d

las que, en virtud de las condiciones 19.°, no representan mas
que z—m— 1 condiciones.

Ahora bien, si se llenan todas las condiciones signadas con
los ntimeros 13.9, 14.2, 15.9, 10.° i 20.2, la resolucion del sistema.
4a) se efecttia de la manera siguiente:

Las ecuaciones 17.° nos dan:

_she _ Aw
5, Ali
. 2.4
i ?’1—7hi
$h
o mas bien:
A” I
1’1:2Al;;j4;‘; . VJV“
1

. Reemplazando, en la ecuacion:

!
sy

I=n
a, = = 71
1 H
I=n~m+1x ‘l,'rl

# por su valor, tenemos:

le=r / -
4=z T A, w1
1 e Ahi Sy ’ a.’x, ’

I=n-m+r




ECUACIONES DIFERENCIALES 637

i como, segun num, 19.°,

Ani _ At
A}i All -
tenemos:
.L4h1
Al erl fl—*
<1h i
luego:
l=n dlogs
210, =2 X A 2085
l=np-m+1 d—rl

Encontrada la solucion de esta ecuacion diferencial parcial
del primer érden i primer grado, los valores de 5, 1 7 se deter-
minan por medio de las ecuaciones siguientes:

[ Ani

? 7‘1:2.&1*

\ Sh
111

En cl primer capitulo hemos visto que la ecuacion propuesta
se reduce a un sistema signado por el nimero 2.9 si los coefi-
cientes de la ecuacion 1.2 llenan las %0 condiciones C; =0.
Llenadas estas condiciones, la cuestion estriba en hallar una
solucion comun del sisterma de las # ecuaciones diferenciales

parciales del primer 6rden i primer grado:

‘ hen d log s,
11.0 ‘le(Ali+A13>=A11h§(Ahi+Ahi _;iﬁ

En el caso de que estas # ecuaciones no representan mas
que una sola, siempre existe una solucion comun. Para que
esto tenga lugar, es necesario que se satisfagan las identidades

a0 i tAG _ Arn HAin
7 f11i+A1i A1h+A1h

M)
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lo que no puede suceder sino en el caso de que
Ap=0
o bien:
Ap=v Az Ay,
Podria ser tambien que las identidades 23.° fueran deriva-

cionies de las (i =0. Para averiguar, si esto tiene lugar, pon-
gamos: ’

i deduzcamos de las condiciones (=0 las dos ecuaciones si-

ki

guxentes:
AW As '
i )
l I i d‘h <A11+ All) ( T I/Vkl)
1: /]
F AW | Avh e, Wi

an (A R+ Am)?
Ahora bien, si fuera
Wki= Win,
seria preciso que

Ay Ann
(A11+A11)0 - 1h+‘—\ H)“

identidad que solo subsiste en el caso de que
A k=0,

i facil es ver que este caso se reduce al anterior.
Las consideraciones anteriores nos ensefian que el sistema de
0

acicnes 11.° 50l0 es equivaiente a una sola ecuacion en el
especial de que la identidad

240 Aw=V A;Ann

subsista para todas las cantidades Ay;. Tratase ahora de averi-
guar las condiciones bajo las cuaies las ccuaciones 11.° admiten
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una sclucion cormmun en ¢l casn de que no se llenen todas las
identidades signadas por el niimero 24.°

Escribiendo todas las ccuaciones que forman parte del indi-
cado sistema, tenemos

»

dlog s, 55 )
T-i-(:lﬁl-{—..ljl)—-——-{-. ..+

I dlogs, s

+ (‘411 o+ An 1) {7{"
a lhg 5

I a )
le"Jll “111

1A ) =04 L FA L)

+1/12.
'1
dlogs

@
Ry
N/r{

25‘0\ *l— ...... “"(141'32_{"-3 )

n

) . 7|
'Tflll'<44( nt Ax n) :kdl n+Az n)i_(%‘i'g'l'
11 1
Pt ATy, D80

A estas z ecuaciones, del primer grado con respecto a los co-
. . . dlogs .
cientes diferenciales -7“1/?1-, puede satisfacerse por valores de
estos que no son iguales a cero en su totalidad, en caso de que
la determinante de este sisiema es diferenie dé CEio, ¢ bicn oa
caso de que

dlog s a
260 —="1 = -1

dlogs, dlogs, dlogs,

dr, de, T dm T

11

El sistemna 26.° es equivalente al 25.0 Réstanos averiguar si.
el sistema 26.° admite una solucion comun. Sea

log s, =/ (%, ¥y, . . . xy)
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esta solucion., En este caso tendriamos:

LA N T SR
Az, A, dx, dx T dxy, T

De estas 7 identidades deducimos las 72— 1 siguientes

a’jg— ~

‘ dxl

=), 1=2,3,...12

iy . . a,

i éstas solo pueden subsistir en el caso especial de que—*— fucra
11

una funcion de x, e independiente de las demas variables. Como

este resultado no se califica como upa consecuencia necesaria
de las condiciones arriba establecidas a las que los coeficientes
de la ecuacion propuesta han de obedecer, es evidente que, bajo
1a condicion-A=0, no existe una solucion comun del sistema 25.0
sino enel caso excepcional de que los CO(‘,ﬁCICl’lth a, 14, ten-
gan,la forma

1 :f(’ff)- ‘.i’('fsx T _l’ﬂ)
Allz‘F <;r1>- ¢(’7‘—2’ Fas - - - 'Tn>'
Consideremos ahora el caso A=10. Definiendo las cantidades
25 por las identidades

_dlogs,

= .

i designando las # ecuaciones del sistema 25.9 respectivamente
por ¢, €,, . . . &, resulta que la determinante A=0 es equiva-
lente a la llamada funcional

0 v:}:tﬁl de, de,

Luego. si A=0, las ecuaciones del sistema 25.° no son inde-
pendientes unas de otras i éste se reduce a un sistema de #-—1
ecuaciones, si no fuera que todas las subdeterminantes del pri-
A

mer orden, -~ —— ——
N d(Axs + Axi)

» son iguales a cero.




ECUACIONES DIFERENCIALES 69[

Para entrar a analizar este caso, supongamos quc la dltima
ccuacion del sisterna 25.° sea una consecuencia aljebraica de las
#—1 que preceden, de modo gne esta titima puede suprimirse
sin perjuicio a la jeneralidad del sistema. Pasando los términos

d log

S S’

. .
que contienen e al primer miembro, el sistema 235.° se
L7

convierte cn el siguiente:

h=n-1t

3 dler s
27.0 2 (AnitAw) .
I

CU Y
dry v
siendo

a, dlog s,

dx,

(*4]i+A1i)~<Ani+ Ani)

Supongamos ademas que, si algunas de las subdeterminan-
dA . dA

tes —————— fueran iguales a cero, no loseala -5 =D
A Axi+ Aki) ' da,,

que es la determinante del sistema 27.2 En cste caso, las #—1

ecuaciones que componen nuestro sistema; son independien-

tes unas de otras con respecto a los cocientes diferenciales

dlogs, dlogs dlogs, . .
CLO85, 2985, .. POR%, i de consiguiente estos
dx, dzx, a7,
., . . dlogs
cocientes pueden despejarse en funcion de - N Efectuan-
b

do esta operacion, el sistema 27.° toma la forma signientea:

s dos, Didissiga
él’,‘t’i D

A los indices i y £ puede atribuirseles cada uno de los valo-
res 1,2, ..... n—1, i cl simbolo 0 (Ay+ Ay/e) significa que,
para formar el numerador de estas fracciones, debe sustituirse
cada Ay + Ay de la determinante D por ¢, Las ecnaciones 28.0

son susceptibles de algunas trasformaciones gu

.
Lrasiormacio

gque vames a cjecu-

tar. Desarrollando el numerador de 28.¢ tenemos:

dlog s a, k=n-x dD
D. Ik B S
Zi A, o et AT TS
dlog s, k=n-1 dD
— b D q . / - @
dr, = (el + ) (A + Aix)

TOMO LXXXII 46
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Ahora bien, si, en una determinante, todos los términos de
una columna se multiplican por las sub-determinantes corres-
pondientes a los términos de otra columna de la misma deter-
minante, la suma de estos productos serd igual a cero. En
virtud de este teorema, el pnmcr término de nuestro desarrollo
desaparece, i tenemos

dlogs, = dlogs, ap
D. doi - tl’On k: (A“k+ Ank) d(flm -r Alk)

Ahora bien, segun cl mismo teorema, es evidente que

k=n-s 2A e dA
(AnkTAnk) d([11k+A1k) + nngﬁz

Diferenciando esta identidad con respecto a 4, tenemos

—ner d2A adA
= Z
0= (A nk+Aka) z’Am,éZ’(IZlk’i‘Alk dAin

- ad2A o ap
dApmd(Aik + Aix)  d(Aix+ Aik)

de manera que el sistema 28.0 tiene la forma:

poedlO%s L dA dlogs,
adx; D ddw axD
. . . . . dlogs
i designando, finalmente, los cocientes diferenciales _dbhl
. x;

por p;i DI . —é%é—— por F, este sistema sc reduce a la forma
n

30° pi=

Ahora bien, si tenemos las dos ecuaciones diferenciales par-
ciales del primer drden

) F (X, Xy o oo Tng oy Las - -« Pu)=0
b.) ‘f’(’rl’ Fas o v - Ay Py Puy - - - 2a)=0
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toda solucion de la ecuacion a.) satisface al mismo tiempo tam-
bien a las # ccuaciones

i=n [ .

dF | SdP dp_
dxy S, dp dam

que resuitan de la a.) por medio de la diferenciacion de aquella
con respecto alas variables rp. Multiplicando la ecuacion ante-

. dd . : .
rior por d(; i sumando con respecto al {ndice 4, se deduce que
Yh

toda solucion de la ecuacion a.) satisface al mismo tiempo a la
siguiente:

INdF 4 P izdFd$ dp

=z
&)z he @Th (l?)h+h~x o a’ph drn

Para que la solucion de a.) sea tambien una solucion de 4.),
es necesario que satisfaga, ademas de satisfacer a ¢.), tambien
a la ecuacion que resulta de ¢.) cambiando F por ¢, 0 sea a la
siguiente:

I L e

h dlh aiﬁh i=1rh=1 ﬂiﬁl ‘{Ph dl’,

Tomando en cuenta que

rz’ph rlﬁ,
dvi drn

i escribiendo abreviadamente

(F, @)»F‘E(”’F (42 _JF 4%

resulta de las consideraciones anteriores, si se resta la ccua-
cion 4.) de la ), que toda solucion comun de las ecuacioncs
diferenciales «.) 1 4.) debe satisfacer tambien a la ecuacion:

e) (F, ¢) =0.

Las consideraciones anteriores sc estienden facilinente al caso
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de que el sistema a.), 4.) conste de un nimero mayor de ecua-
ciones. Dando, especialmente, al sistema propuesto la forma

£ Py=fuPe=S e oo oo Pa=/a,
sistema en que m<r 1 las cantidades /,, f,. . .. fa no son
funciones mas que de pyir, Zmipa - - - - Pn, tenemos que cl

sistema g.) solo admite una solucion comun en caso de que ésta
satisfaga a las ecuaciones:

R (f =0 Sfe—p)=0

i como las cantidades / son independientes de g, p., . . . 2™,
se nota que cstas ecuaciones toman la forma:

iy Y G (/ ahi - di dfi o dioN
Vde T P2\ T )

En nuestro caso, tenemos
fi=paFy 1 m=n—1,

de modo que, para nuestro sistema 30.°, las ecuaciones ) tie-
nen la forma siguiente:

L'ZIFL ’ZF, - dF, dF \ .
3109, (G P FiEE =0

Estas ecuaciones se satisfacen suponiendo g, =0.
Pero esta suposicion traeria por consecuencia que tambien

Pr=Pls o =P =0,

o sea :
s, =const.=0,

lo que no puede admitirse.

Por esto, para que la solucion comun del sistema 2g.° puc
satisfacer tambien a las ecuaciones signadas por el ndm. 31.0,
es necesario que entre los coeficientes del sistema propuesto
tengan lugar las condiciones

AT AN T N

apo0 Stk A .
7 dv; - dxe | di, Y dr,
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Como estas condiciones se llenan idénticamente, si £=7, co-
mo £ e 7 pueden tomar cada unode los valores 1, 2, . . . . #—1,
i como, ademas, £ ¢ 7 pueden cambiarse uno por otro, las con-
diciones (£, Fi )= son de nGmero 33, Tampoco ecs posible
que todas las condiciones (73, Fy )=0 sean consecuencias alje-
brdicas de las Cig=0, pues las (F;, Fx )==0 son independientes
de a; 1 de 4,,. Eliminando, en las condiciones Cxi=0, las n+ 1
cantidades a; 1 A,,, resultarian no mas que 283.—1 condi-
ciones.

. De lo anteriormente espuesto deducimos el teorema:

wPara que las n ecuactones diferenciales

d Io g,
Z’“(Az 1 +Az 1)'_2 <1~1hx +Ahl) Y
admitan una solucion comun, es necesario que la determinasnte
Suncional
.y ey de, den
dﬁl dﬁl ’ dﬁn
desaparezca, i que, bajo la condicion de que
dA
28 =
dA on
los cogficientes Ain del sistema propuesto satisfagan a las 053
condiciones:
adF dF; d F; dF.
k + Fk i Fi k =0 !
d x; dxy dxy dx,

En caso de que todas las subdeterminantes del primer 6rden
fueran iguales a cero, resultaria que el sistema 235.° se redujera
a un nimero inferior a #z — 1 ecuaciones, i ¢l procedimiento pa-
ra averiguar en este caso las condiciones de la solucion comun,
seria analogo al que acabamos de esponer.

v

En el primer capitulo hemos demostrado que la ecuacion di-
ferencial propuesta es equivalente a un sistema de la forma
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indicada por el ndm. 2.0, si los coeficientes Ay 1 2 de aquella
satisfacen a las 2D condiciones Cyi=U. En lo sucesivo tratare-
mos de averiguar si esta equivalencia puede tener lugar tam-
bien en caso de que los coeficientes de la ecuacion 1.2 no satis-
fagan a todas estas condiciones. Veremos que, en este caso, la
ecuacion propuesta pucde ser transformada en otra, cuyos coe-
ficientes llenen las condiciones andlogas a las Ciij=0.

Para esta trasformacion nos ha de servir una sustitucion de
la forma

V=F(U),

siendo f una funcion cualquiera de la nueva variable depen-
diente U. Para averiguar cudl ha de ser la forma de f (U), es
preciso notar que, por medio de la sustitucicn indicada, los co-
cientes diferenciales de 7 con respecto a a3, se convierten en
las espresicnes siguientes:

v _dr dv

[7;}:‘_‘[{[] dxh
azv _df 40U d*f dU dU
dvndy,  dU cirhd,r;+dm dv,  dx

Segun esto, la ecuacion trasformada seria del segundo grado,
si no se llenara la condicion:

d U?
Pero esta condicion exije que

FU)Y=4.U+8B
o mas bien: .

~rry “

J(U)=4.7,
siendo 4 una funcion de x, z,, . . . . &, cuyo valor se deter-
minara de la manera siguiente. Tenemos:

&V _ ,du ., dd

(Z.’L’h - 4;{?27: [F‘h
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@V _ g4l 4V dd  dd 4T
dudr; T drn dx dx, ' dx  drxy, dx
d?4
+ v dffha/.‘lf
Recmplazando en la ecuacion 1.2, los cocientes»vdr
h
i eV por sus valores, la ecuacion 1.2 se convierte en la
dxydx
otra:
hE‘“ "4 f, @U | dU 44 dd aU . 4°4 >
33,2, 20 < dunyde | dmdn | de ax | dm d,

. zna“< dU +U—‘£4f>=A'Uél+bn
(l’.t’k h

dxy
6 bien:
h=n i=n a0 k=n AU
o3 S Ty S 2 U8,
35 h=1 ;:Il d’l’hd’b’ +L__I’ykdfk 181?+B“

Los coeficientes de ia ecuacion 34.21de la 1.2 se relacionan
por las ecuaciones siguientes: ’

Ademas se nota que
360 dy=xVDy—Tuln=4. Ay

Asi como, en el. primer capitulo, todos los cdlculos se hicie-
ron bajo la suposicion de que 4,, =0, serd necesario admitir
tambien ahora la condicion

I‘l =0
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Ahora bien, para que la ecuacion 34.% sea equivalente a un
sistema de la forma 2.2, es necesario que sus coeficientes llenen
las M0 condiciones:

drki + Sy

= s / Ty + 8 >_
Eg= = (I} D e[y, =2 H TR =0
k‘ h= X<I‘h +8h ) d}l’h (\ v —l- ii Y /

o reemplazando los nuevos coeficientes por los de la ecuacion
primera:

h

]

4,04

A. (i_’t_h

) (Api+ Awy) + Aday

n
T

i

A+ A/ P d4
=222 B Ay — + Aay > ) =0
i \Thso T dm ,
condiciones que, despues de la debida reduccion, toman ‘la
forma siguiente:

h=n .

36.0 ACk{—ZE(flhk- ]

=z A

Desde luego es evidente que 36.° representa un sistema de

n ecuaciones diferenciales del primer érden i primer grado

para la funcion 4, puesto que 36.° sc convierte en identidad en

el«caso de que £=1z. Ademas, si todas las cantidades Ax; obe-
decieran a las condiciones

o bien
A=V Ay Agx

los coeficientes de todos los cocientes diferenciales des-

{Z.t’h
aparecerian, i las ecuaciones 36.° sc reducirian a las siguientes:

ALCxi=0,

resultado que dice, que si 34.° es 0 no equivalente a un sistema
de la forma 2.2, lo es al mismo tiempo la ecuacion 1.2 o no lo
es, 1 reciprocamente.




ECUACIONES DIFERENCIALES 699

Para tratar del caso jeneral, notamos que A se define como
solucion comun de las %D ecunaciones diferenciales parcia-
les 36.0 Ahora, jeneralmente, se tiene:

i (n—1)
e

>n

Pero, el problema de encontrar una solucion comun del sis-
tema 36.° exije que

n(n—1

( ~—} =n
2

de donde se deduce:
n=

. . dlog A ..
Si #>3, las cantidades -~ pueden ser eliminadas en el

ax

sistema 36.°, I resultan M3 nuevas condiciones entre los coefi-:
cientes de la ecuacion 1.2 Tenemos, por esto, el teorema:

wPara que una ecnacion diferencial del segundo bvden i del
primer grado pueda reducirse, por medio de la sustitucion V=AU,
a otra ecuacion diferencial de la misma naturalesa 7 que sea equz-
valente a un sistema de la forma signada por el nim. 2°, es
necesarvio que entre los coeficientes de la ecuacion propuesta exis-
lan, cuando ménos, 252 condiciones.n

Despues de llevar a cabo la esposicion que nos hemos pro-
puesto al terminar nuestra introduccion, serd cuestion de un
trabajo separado el examinar las propiedades de un sistema de
la forma signada por el nim, 2.° i las facilidades que ofrece pa-
ra la resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales del
segundo érden i del primer grado.

Dx. RICARDO POENISCH

Profesor del Instituto Nacional







