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ESTUDIOS SOBRE LA TEORTA JEOMETRICA

DE LAS FUNCIONES

__;Qri..__

(Conclusion)

Antes de discutir la formula jeneral

(a+ z’b)c—*_ z'd: "+ 10

séanos permitido tratar del logaritmo natural de los nimeros.
Entiéndese por logaritmo natural de un niimero complejo a2 4
aquel nimero r+7y que tiene la propiedad de satisfacer a la
-ecuacion siguiente:

e.’r+ z'JI :n_l,_ib’

i lo denotaremos, en adelante, por e} simbolo

w+iy=1(a+75)
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Para determinar las partes real e imajinaria del logaritmo
pongamos:

a+ib=r(cos p+isen ¢)’
de manera que tenemos:
x . .
¢ (cosy+iseny)=r(cos p-+isen g)
Esta ecuacion es equivalente al sistema
x
& COSy=rcos ¢
x
¢ Seny=vrsen ¢,
cuyas soluciones son:
x=/[(r) , y=¢z2hx

Pero, considerando que

.3
¢=arc tanj ‘en caso de que a>0
i ¢=arc tanj % +7 , en caso de que a<0,
miéntras r=+4./a2 X% ,

tenemos 'que:

L(a+ib)y=I(+./a" Fo7)Fiarc tanj%:‘:ziém— , para a>0
;
latib)=1(+n/a> 147 )+iarc tanj%:’r:i(z £+1)7w , paraa<ll

férmulas en que £ puede tomar cada valor entero i positivo
desde cero en adelante. :

De estas férinulas resulta que el logaritmo de un nimero
cualquiera con respecto a la base ¢ tiene un namero infinito de

valores que se diferencian en maltiplos de 2 1 7.
A £=10 corresponde el valor mas sencillo del logaritmo. Un
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numero real i positivo ticne un valor real de su logaritmo que se
determina poniendo £=0, miéntras los nimeros reales i nega-
tivos ticnen todos sus logaritmos complejos. Relacionando las
_ultimas igualdades con la definicion anterior de las potencias
de base real, deducimos que el cdlculo con logaritmos de ndme-
ros complejos obedece a las mismas reglas que se han estable-
cido para los valores reales de los logaritmos de ndmeros reales.
Sentada la definicion anterior del logaritmo, es fdcil deter-

minar las partes real e imajinaria de la potencia
(atriy T4

Tenemos:

a+z.ﬁ=el(cz+z'/7)

i, por esto:
({Z+Z'5)E+Zd: ]:L’Z (ﬂ+11’) ]€+Zd
Poniendo Ha+iy=x+i(yE2 k),
en que ,‘t:[(+~/m>
e y=arc tan]j % o =arc tanj% +a,

segun que & sea positivo o negativo, tencmos que:
ot Lx“ (=2 k) }—.Lzzz
=exc——(y:i:2 Ea)d+i(vd+(y£2kx)c)

_Fe—(y=2km) d[cos (xd+(yF2kw)e)

. +isen(zd+(yE2ka)c)]

Tanto el médulo como el argumento de este ndmero tienen,
en jeneral, un nimero infinito de valores, puesto que £ es sus-
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ceptible de cualquier valor entero i positivo. A £=0 corres-
ponde el valor mas sencillo de la potencia que es

(a4 38F T = T Acos (x dy &)+ isen (xd+y )]

Poniendo =0 , resulta la definicion que 4ntes hemos dado
de una potencia de base compleja i de esponente real.

Si, a un mismo tiempo, desaparecen a i 4, la defnicion an-
terior de la potencia es inadmisible, puesto que, en este caso, »
tiene un valor infinito ¢ ¥ un valor del todo indeterminado. De
la definicion anterior se desprende ademas que la igualdad:

ec+m7=e ‘ (cosd+7sena®

solo representa el valor mas sencillo de la potencia, miéntras
que su valor jeneral es:

F_ e T A (G b &) i sen (dE2 B 6]

Sin embargo, es de advertir que se ha convenido en que, por

valor de la potencia gc+zd, se entienda siempre el valor mas
sencillo que corresponde a £=0.

Réstanos determinar el valor z+7v del logaritmo de e+
con respecto a la base ¢c+7d.

Partiendo de la definicion

(z:+z'd)u Teiv =a+7b ,
1 poniendo

a_}_z.&zerﬂ—z'(y:l:'z ” )

C+Z.[i___g:—}—z'(t:!:2n7r)
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resulta que los valores de # i v son las soluciones de las dos
ecuaciones siguientes del primer grado:

su—{(tEznr)v==x

(tFz2na)yu + Cosv=ykomw

’

de donde se desprende:

”:s.r—k(y:i:z mar) (k2 n )

S22z n )

s{yEzma)—x (2 nw)
sETa(tkzna)®

-y —
U=

Tambien en este caso tenemos que el logaritmo de un nua-
‘mero complejo.con respecto a una base compleja tiene un ni-
mero infinito de valores de los que el mas sencillo corresponde
am=n=0.

Hemos demostrado, cn este Gltimo capitulo, que las siete pri-
meras operaciones aljebrdicas, ejecutadas con datos complejos,
producen resultados complejos. En cuanto a las funciones tri-
gonomeétricas i ciclométricas, las investigaciones anteriores han
dejado ver las {ntimas relaciones que ellas tienen con las fun-
ciones esponenciales i logaritmicas i, por esto, creemos escusado
demostrar que se descomponen tambien en una parte real i otra
imajinaria en caso de que sus argumentos fueran complejos.
Abhora bien, todas las funciones superiores de que trata la teorfa
-de las funciones, admiten, ademas de otras, una definicion por
medio de series de un nimero infinito de términos i de la forma

que deben ser de una converjencia incondicional para poder
usarlas, sin restriccion, en el cdlculo. Dado esto, es facil hacer
ver que estas series constan de una parte real i otra imajinaria
en caso de que los coeflicientes @ o el argumento z o ambos
fueran complejos.

TOMO LXXXIV 61
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Seria largo e inutil discutir, en este lugar, los procedimientos
que sirven para desarrollar las series que corresponden a las
funciones principales; bdstenos con las observaciones hechas a
este respecto i demos por demostrada la tercera propiedad de
nuestro sistema numérico, la de ser perfecto.

4.° No puede haber sistema superior que comprenda nuestro
Sistemna numérico como caso especz'a/.—Antes de entrar cn esta
demostracion, permitasenos decir algunas palabras sobre 1os dos
sistemas superiores de niimeros complejos que hoi dia son los
mas conocidos, los némeros cuaternos i los nimeros alternos,
inventados los primeros por el matemdtico ingles Hamilton (1),
los segundos por el aleman H. Grassmann (2). Aunque no pue-
de negarse que en la teorfa de los numeros enteros, ya dntes se
habian empleado nimeros complejos de la forma

a=a, A, +a, Ag4+—..... +a, 4,
siendo @, , @y, ..... . a, niimeros enteros i las cantidades 4, .
A, , .... A,las raices de la ecuacion #* —1=0, sin embargo,
el motivo principal para introducir tales nimeros en el cdlculo

(1) Hamilton, Lectures on Quaternions, 1853, i Elementos of Quater-
nions, 1866. La primera noticia de su invencion, la di¢ este autor en una
corrgspondexlcia dirijida a la Academia de Dublin, en 1844. Entre los mate-
maticos que se han ocupado en investigaciones analogas, es de mencienar
Scheffler que publicé en 1846 una obra intitulada «Sobre la relacion entre
la aritmética i la jeometriay seguida mas tarde del «Célculo de situaciony i
de las «Cantidades polidimensionalesy, en 1852, resp. 1880. De los autores
que recientemente han tratado de estos numeros, especialmente con rela-
cion a la jeometria an-euclidiana, hé aqui los principales: F. Klein, «Sobre
la jeometria an-euclidianay, Mathematische Annalen, Bd. 4 u.6 (1871, 1872);
«Estudio comparativo sobre las investigaciones jeométricas rnodernasy,
Erlangen 1872 (traducido al italiano por (zino Fani, Annali di Matematica,
tomo 17); «Sobre las funciones jenerales i su representncion’ por curvas
aljebraicas», Mathematische Annalen, Bd. 2z.

Sir R. S. Ball: On the theory of the Content, Transactions of the R.
Irish Academy, vol. 29, 1889.

Clifford: Preliminary sketoh of biquaternions,” Mathematical Society,
‘Londen, vol. 4, 1873. Véase ademas ana coleccion de estudios matemdticos -
del mismo autor intitulada Mathematical Papers, London, Macmillan 188z,
nuameros XXVI, XL, XLII, XLIV,

(2) H. Grassmann.. La ciencia de las cantidades estensas o teoria de la
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debe buscarse en consideraciones jeométricas i en la ampliacion
de nuestras ideas sobre el espacio. La teorfa de los ntimeros
complejos de la forma a+:4, habia sido aplicada con gran
ventaja a la jeometria plana, i sc trataba de encontrar sistemas
de ntmeros superiores que desempeifiaran igual papel en la jeo-
metria de tres dimensiones, necesidad que sc hacia sentir tanto
mas cuanto que la jeometrfa proyectiva progresaba en el sen-
tido de la an-euclidiana. [, en cfecto, las tres unidades 7, 7, %,
de los nimeros cuaternos de Hamilton significan unidades apli-
cadas sobre tres ejes ortogonales que parten de un punto 0, i, de
una manera andloga, se esplican tambien las unidades de los nt-
meros alternos de Grassmann, a pesar de que éste los haya usado
preferentemente para desarrollar la teoria de las determinantes.

Nos reservamos para otra ocasion hacer un estudio compa-
rativo entre la aplicacion de los ntmeros complejos i de los
ntmeros cuaternos i alternos a la jeometria; por ahora nos con-
tentamos con haber hecho una indicacion sobre el orijen de
estos niimeros. Ademas de esto, es evidente que la introduccion
de los numeros superiores no ha cbedecido a una necesidad
imprescindible, puesto que se acaba de demostrar que el sistema .
jeneral de los ndmeros complejos es perfecto, pero, por el otro
lado, es tambien evidente que nada nos impide construir siste-

" mas superiores de propiedades cualesquiera i operar con ellos,
i que la aplicacion que estos niimeros, sobre todo los cuaternos,
han encontrado en la jeometria proyectiva i en mecanica, justi-
fica su introduccion i demuestra su utilidad.

Debiendo estos sistemas su orijen a fines determinados, sus
leyes naturalmente debian conformarse con lo que se habia pro-
puesto conseguir. I es caracteristico para aquellos sistemas que
todos han suprimido una propiedad fundamental de nuestro
sistema jeneral, la de ser conmutativo, miéntras han conservado
la de ser asociativo i, por lo mas, tambien la de ser distributi-
vo (1). Atribuyo este hecho a la circunstancia de que todos

estension, etc., 1844 Véase ademas: A. Cayley, on multiple aljebra. Quar-
terly Journal of Mathematics, 1887.

Schréder: Sobre los elementos formales del aljebra absoluta, 1874.

(1) En el sistema de Scheffler la lei distributiva @ (§4¢)=ab+ac no sub-
siste en todos los casos.



906 MEMORIAS CIENTIFICAS 1T LITERARIAS

los matemdéticos que se proponian dar mas ensanche a nuestro
sistema de nlmeros, haciendo mas facil su aplicacion a la jeo-
metria moderna, tropezaban con la dificultad que presenta cl
undécimo axioma de Euclides que dice que dos rectas se cortan
por aquel lado en que la suma de dos dngulos opuestos por el
vértice es menor que dos dngulos rectos. Segun este axioma
deben distinguirse los productos de dos rectos, segun que ellas
comprendan un dngulo agudo u obtuso lo que trae la conse-
cuencia de que la multiplicacion no puede ser una operacion
conmutativa, si se la quiere aplicar a esta clase de investiga-
ciones. De manera que, siendo ¢ i ¢, dos nimeros pertene-
cientes a uno de estos sistemas, tencmos que ¢g, no es igual
gy g

Esta propiedad de la muitiplicacion de no ser conmutativa,
se estiende tambien a los productos de las unidades que se
adoptan, 1 de ahi se desprende que, al construir un sistema se-
mejante, es arbitrario si se quiere conservar la propiedad de
nuestro sistema jeneral de ser perfecto o né. En efecto, deno-
tando por e, ¢,, ¢, las tres unidades de un numero z e, +ye, +
+ze,, la multiplicacion de dos de estos nimeros produce el

resultado siguiente:
(rey+ye,tzey) (xye +y, 6,2, 6,)

=xxyetdr,yete,tx se, e,

‘xy, e e, tyy, ety zese,frz e e fye e, e 58, 0,0
Abora bien, ¢, ¢, no es jgual a e, ¢, , i podemos fijar arbitraria-
mente que ¢, ¢, = —e¢, ¢, sea igual a una de las unidades ¢, ,
¢y, ¢, ,0né Veremos que el sistema de los nlimeros cuaternos
cs perfecto, miéntras que los nimeros de Grassmann no consti-

‘tuyen un sistema de esta naturaleza,

Se comprende que un Aljebra que se funda en semejantes
principios, debe tener teoremas mui diferentes de los del 4ljebra
comun, i para no perdernos en jencralidades, vamos a dar un
ejemplo para cada uno dec los dos sistemas en cuestion, el de
Hamilton i el de Grassmann.
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El tipo de los nlimeros cuaternos es
Q=w+ixr+jy+ks,

ilas unidades Z, j, £ satisfacen a las condiciones siguientes:

z

2 __ g2 2

=/2=kt=—1,
ki ke —
ki=j,ik=~7,
ij=k,ji=—F

condiciones que nos dicen que la multiplicacion no es conmu-
tativa, pero que el sistema es perfecto, puesto que los Droductos
de las unidades se reducen a las unidades 7, 7, 4 (1).

Sentado esto, el producto de dos nimeros cuaternos

O=wtizx+jit+kez
i Oy=w,y+ix,+jy, +kz,
tiene la forma siguiente:

Q

= 2

SWW, ~XX)—Y Y —83,

Fi(wr f+rw, +yz,—y, 2)
+].<7-UJ/1 Frw,tsr,—2, )
+h(we, Fow, +xy, —yx),

es decir, es un numero cuaterno, pero es evidente que el pro-
ducto @,. Q tiene un valor distinto, que resulta del anterior
cambiando los signos de los dos ultimos términos de los coefi-
cientesde z, 7, £.

En sus lecciones sobre la Teorfa de las funciones, el célebre

(1) Obsérvese que la unidad cuaterna 7 no es idéntica con la ¢ compleja
que esigual a /7.
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profesor F. Klein, da el ejemplo siguiente de un teorema alje-
brdico del sistema de los nimeros cuaternos: Tenemos

+i. 23w -2 —y2—27)

+7. (3w =27 —y* —2%)

+k. 23w =2 —p?—2)

Ahora bien, multiplicando el ndmero cuaterno (¢ por 3 w*
2

—x%—yp?—z? 1 restando de este producto la espresion
{2? +x%+y%+22%, tenemos la relacion:

(3w —22—p*—2%). Q—2w(w+>+p2+22)=03.

Esta férmula nos dice que todo ndimero cuaterno satisface a
una ecuacion del tercer grado que tiene dos coeficientes que son
funciones de las mismas cuatro cantidades w, x, ¥, # de que
depende el nimero . De ahi se deduce que unr-nimero infi-
nito de valores de Q satisfacen a esta ecuacion, o en otros tér-
minos: en el sistema de los wnitmeros cuaternos, una ecuacion del
tercer grado tiene un nitmero infinito de razces.

Este teorema, aparentemente paradojal, efectivamente no lo.
puede ser, puesto que la multiplicacion de nameros cuaternos
carece de la propicdad fundamental de ser conmutativa.

La teorfa de los nimeros de Grassmann, publicada en 1344,
ha quedado desconocida casi completamente hasta mediados del
8.° decenio de este siglo, de manera que, a pesar de los grandes
elojios dispensados a esta obra por Grauss, Grunert i Moebius,
este ultimo pudo escribir en 1853 nque Bretschneider de Gotha
era el Unico matemdtico que le habia asegurado haber leido
toda la obra de Grassmann (1). '

(1) Xarl Fink, Geschichte der Elementar-Mathematik, Tuebinguen,
18g0. .
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Estos nimeros a que Grassmann da el nombre de alfernos
-ticnen la forma:

a Uy ta, ... tagu,

siendo las cantidades #; las unidades superiores de su sistema.
La multiplicacion ejecutada con ndmeros de esta especie, tam-
poco es conmutativa, puesto que Grassmann establece las si-
‘guientes reglas para los productos de las unidades:

o = —u 1y, 2 =0

n(n~1)

El producto de dos de estos numeros es un ntmero de 2=
‘términos, pero no es de la misma especie que los factores, pues-
‘to que los productos de dos unidades no se reducen a las uni-
-dades de los factores.

Si se forma un producto de # de estos ntimeros, los productos
-de las unidades constan de 7 factores, pero el producto uz, .
y. .......u; ©s el Gnico que no desaparece. Pues todos los
demas productos contienen al ménos un factor de la forma z; »
‘que, como acabamos de ver, es igual a cero.

La teorfa de estos ntimeros nos permite dar una forma mui
compendiosa a la teorfa de las determinantes. Multipliquemos,
por ejemplo, el nimero @, u, +a, #, +a, 1, por el otro &, z,
A+ b, 0,4+ b, u,. El producto es:

uyug(a, by—aby)vu,u (agb,—a, by)tu u,(a, b, —a, by).

Se observa que los coeficientes de las unidades son las determi-
nahtes cuadradas que se desprenden de la matriv:

|
a; a,a, |

byby byl

suprimiendo sucesivamente cada una de las columnas verticales.
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Multiplicando el producto anterior por el numerc ¢, #, +¢, #, +
‘s Uy,
i tomando en cuenta que, por ejemplo,

Ug Uy = —Uy U, =W, U, Uy,

miéntras que

uyu P =0, etc,

obtenemos el resultado siguiente:

\ .
e, ¢y C4

a, a

°

Uy Uy, . a,

b, b5,

Despues de estas someras consideraciones, pasamos a la de-
mostracion de que no puede existir ningun sistema superior que
comprenda nuestro sistema de los numeros reales i complejos.
como caso especial. En esta parte, nos atendremos a la obra
ya citada de Hankel. ' ‘

Para que un sistema superior comprenda nuestro sistema nu-
mérico como caso especial, seria necesario que tuviera, ademas
de las unidades 1 ¢ 7=+, /=1 de nuestro sistema, #—2 unida-
des ajenas a éste, o que sus nimeros tuvieran la forma:

a tztas iy, t+.o.. ay iy,
siendo #, =1, 1uz=+,/—1 i las unidades wzu%,,.... #, no
podran ser funciones de #7 1 #5. Ademas, este sistema deberia
ser coniutativo i perfecto, es decir, deberia ser:

Uiy = Uy U,

i estos productos funciones lineales de las unidades zg, #5, ...
-«. #y . Multiplicando, por ejemplo, el ntimero

ayuytau,+.. . ta,
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por A u#,, tendremos los siguicntes productos de uni-
dades:

Uy Uy =C Uy FCiyUs+o Oty

Uy tUa=Coq My TCop Uy+.0.FChn ity

Uy Uy =Cqy Uyt Caolyt.oo. +Cunty

o, pasando los términos del primer miembro al segundo:

D=(cy,—tt Y2y FCyatig+.ii. ... +¢yn ity
0= Coytty +(Cy =ty Yuug+. ... FCayty,
O=co uytenyu, i, + {Con—%n ) 2

A este sistema de z ccuaciones, homojéneas i lineales con
respecto a las unidades #, , #,, ... % , 1 de coeficientes cons-
tantes, solo puede satisfacerse en caso de que su determinante:

R T

€aq s Cyp—ln,veunns Can
A= ... =0

Cogs Caayoeeees Con — 1y

Esta determinante representa una ecuacien del grado # con
respecto a la unidad #,. Escribiendo # en lugar de #,, esta
ecuacion tiene-la forma:

U A, w T L ‘a, u+ta, =0

Ecnaciones andlegas podrian deducirse tambien para las uni-
dades %5, %,, .... #,_,, de manera que toda unidad superior -
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que queremos que satisfaga a nuestro sistema, debe ser raiz de
una ecuacion aljebrdica de coeficientes numéricos i del grado 7.
Ahora bien, toda ecuacion del grade = tiene, en el sistema co-
mun, # raices que pertenecen al mismo sistema numérico. Para
que este nuevo sistema obedezca a la misma lei, es preciso que
la Gltima ecuacion sc pueda escribir e¢n la forma:

O=(@m—r,)(t—r,)...... (=7, ),

denotando por #; las raices de la ecuacion, raices que son ntime-
ros reales o complejos de la forma a+76. Pero, al principio de
esta demostracion hemos sentado que la unidad #, = seca aje-
na a nuestro sistema comun, por lo tanto, no puede ser igual a
ninguna de las cantidades »; . Luego, ninguno de los factores
del Gltimo producto puede ser igual a cero, i, sin embargo, que-
remos que el producto desaparezca. Esto, en el lenguaje de
nuestra dljebra, es absurdo, luego queda demostrado lo que nos
hemos propuesto: qgue no puede haber sistema superior gue com-
prenda el sistema de los mimeros reales i complejos de la_forma
a+ib, como caso especial.

Cumplido nuestro proposito de demostrar que el sistema
jeueral de los nimeros reales i complejos de la forma a+:4,
tiene las propiedades scfialadas (pdj. 418 del tomo 84 de estos
ANALES), creemos haber puesto de manifiesto que representa
una entidad que no solamente satisface completamente a las
necesidades matemadticas, sino que tampoco admite comple-
mentos. En cuanto a los sistemas superiores de que hemos tra-
tado en el ultimo capitulo, podemos repetir que, a pesar de
que su estudio es sumamente interesante i su aplicacion a las
cuestiones jeométricas mui util, su introduccion en el cilculo no
ha obedecido a una necesidad imprescindible, pero si que ha
facilitado mucho el desarrollo de la jeometria moderna.

DRr. RICARDO POENISCH

Profesor de! Instituto Nacional
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