CURS0 DE CALOULO INFINITESIMAL

S N

(Continuacion)

Si una funcion queda finita para todos los valores finitos de
la variable, como as{mismo todas sus derivadas consecutivas, el
desarrollo, por la férmula de Taylor, es siempre igual a la fun-
cion. En este caso se puede considerar el desarrolio coma
idénticamente igual a la funcion.

Otras espresiones de lo resta

Hagamos X —a=xen la {érmula de Taylor, ésta se convierte
en la siguiente

flatz)=/(a) +—f'(”) +—~f"(a)+
I la espresion de la resta es

asbx (a+x—x,) .
R:J; 1.2...(n—1) f (2) dz

Sea
f—a=ux
TOMO XCIH ; g
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 Se tendrd
. SR LR |
R= t2..(n—1) j,o (1 u) So(a+ux)du

Consideremos (fig. 2) un sistema de tres ejes rectangulares
g ] g
OUYZ idos cilindros i (’ cuyas ecuaciones son

y=(1—u)r-*
g=(1—u)""P " (a+ux)

El voldmen comprendido entre los tres planos de coordena-
das i los dos cilindros tiene por valor

g

Fig? VZJO(I"'”)”—If“ (a+ux) du

Este volimen puede eva-
luarse de otra manera; es
igual, en efecto, al producto
de la base del cilindro C,
paralelo a OZ, por cierta
altura igual a la lonjitud de
una de las alistas limitadas
por el cilindro £, paralélo
a OY. La lonjitud de esta
alista tendrd una espresion
como la siguiente

(1—=0)p-2f (a+0x)

i, en esta espresion, 6 es un cocficiente comprendido entre 0 1,
El 4rea de la base es, por otra parte

. . .
1—2u)P dy=—
L (1-u) 5

Tuego

V:&—uI ;9) n'pf“ (a+0x)
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" Llevando este valor de ¥ en el segundo miembro de R se

obtiene
—_— xn (I - 9) D~P n 1
&= L2...(22—1) ? S (a+6)
Es la espresion dada por Rocke.
Si en esta dltima se hace p=n se obtiene

n

x
R=-I'—2—.7f‘(zz+9,r)

Es la espresion dada por Lagrange.
Por fin si p=1, se obtiene

xn('l_e)n—r

R= -
1L2..(r—1)

/fn ({l+9,17)

Es la espresion dada por Caucizy.

Es bien claro que los valores de § que figuran en estas tres
fé1mulas no son iguales; se ha conservado sin’embargo la mis-
ma letra para indicar que, en las tres férmulas, 6 representa

un coeficiente indeterminado, comprendido entre o 1 1.
Formula de Mac-Laurin

Si se hace 2 =0 se obtiene la férmula de Mac-Laurin,

J(=)=7(0) %%f’ (0)+%f” () + ...

Las espresiones de la resta son en este caso.

xR 1
R:mj (1—u)n=1 f1 (ux) du

o

_ zn (1—@)n-» "'
R_I.z... (n—1) » S (6x) Roche
R=-2"_ s(gz) Lagrange
I2...7n
_ 2.’"(1_6)11—1

Re s =y /" 09 Canchy
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CAPITULO 1V

PROPIEDADES DEL DESARROLLCO DE TAYLOR EN LAS ABCISAS
CRITICAS

Sea y una abcisa critica de la funcion f(X). Segun la defini-
cion, dada mas arriba, la funcion o una de sus derivadas se hace
infinita cuando X' =+. Para fijar las ideas, supondremos que la
derivada de drden g sea la primera de las derivadas de /(X))
que se hace infinita cuando X' =+.

En la férmula de Taylor

(1) FX)=Aa) -

—/"(@)+ ..

supondremos tambien, para fijar las ideas, que & es positivo i v
mayor que a. :

Para todos los valores de X comprendidos entre a 1 y el pri-
mer miembro de (1) es igual al segundo, (es una consecuencia
del teorema demostrado en el capitulo anterior), luego, para los
mismos valores de X, las derivadas consecutivas de los dos
miembros de (1) son tambien iguales entre s{ i se tiene

. —a

@ f10= @+ @+ D A
Hagamos en esta férmula X =y —¢, los dos miembros que-

dardn iguales, cualquiera que sea el drden de pequefiez de ¢;

por hipétesis el primer miembro tiende hécia el infinito cuando

¢ tienda hdcia cero, luego tambien el segundo miembro tiende

hécia el infinito cuando ¢ tiende hdcia cero i se tiene, en el
limite

y - s —a)? .
B e =@+ X7 () + I ey
Consideremos otra derivada /? (X)), se tendrd tambien

(4) /P (X)=s7 (zz)+ & perila) £ T2 (X ”) SETEN foke (a)
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Esta férmula serd exacta como (1) para todos los valores de
X comprendidos entre @ i y. Cuando X' =vy —¢, los dos miem-
bros quedan iguales cualquiera que sea el drden de pequefiez
de ¢, luego en el limite se tendrd tambien

rop=rr @+ X8 pria + O peaayy

Si p.es menor que ¢ el primer miembro es finito, pues se ha
supucsto que F9(X) es la primera de las derivadas de f (X))
que se hace infinita cuando X =+; por consiguiente, en este
caso, el segundo miembro es una serie converjente.

TEOREMA 1L

Sz f9(X) es la primera de las dertvadas de f(X) que se hace
infinita cuando X =ry, la serie [ (~) es estrictamente diverjente.

En efecto la serie /9 (y) tiene una suma infinita i la serie
J97* () una suma finita. La razon entre los términos de rango
n—g-+1in—gdelaserie f9(y)es

soy—a S
n—g J*7¥a)
[ 1a razon entre los términos de rango z—g+2in—g+1 de
la serie f9-1 (y) es

g y—a S _ n—g
n—g+1 [ {(a) n—g+1

S7 todos los términos de la serie tiemen el wmismo signo, se
podré escribir, cuando # es mui grande

¢ (1)

lim r=1—-—-
7

Luego
lim# =1 _M
n

Por hipétesis, la serie /9 () es diverjente, por consiguiente

lim qb(az)g 1
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I la serie - (y) es converjente, luego

im[¢p(m)+1]>1
O bien
lim ¢ (n) >0

Se deduce de ahi que el limite de ¢ (2) es comprendido en-

tre 0 i 1, por consiguiente la serie /4 (v) es estrictamente diver-
jente.

TrorEMA IL

Sé una funcion fA{X) se desarrolla bajo la forma de una serie
estriciamente diverjente cuando r=-vy, las integrales de fA(X)
dan sertes converjentes i las devivadas series diverjentes para el
wtismo valor de X.

En efecto, la razon entre los términos de rango #—g+1 i
#n—g de la serie /4 () es

,oy—a J'(a)

T u—q fria)

I la razon entre los términos de rango n—p+1iz—p de la
serie /P (y) es

_y—a Jia)y  n=g
R ) R

Si se pone

@)

n

limyr=1~—

Se tiene

lim =1 _ﬂﬂi‘z:j,z I— ‘T,, (;,Z)\
7% r -

Por hipdtesis se supone que el limite de ¢ (%) es compren=
dido entre 01 1, i se tiene

Hm  (#)=lim ¢ (#)+7—p
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Si g es menor que ¢ el limite de - (#) serd mayor que 1
luego la serie /? (y) es converjente; en este caso /P (X) es una
de las integrales de /9 (X).

© Sip es mayor que g el limite de - (%) es negativo, luego la
serie /? () es diverjente; en este caso, /? (X) es una de las de-
rivadas de /9 (X).

COROLARIO.—Una funcion cualguiera, sus devivadas i sus in-
tegrales tienen las mismas abeisas cviticas; luego la integral de
una funcion serd igual a la integral correspondiente del desayrollo

- de Taylor si, entre los limites de la integracion, no existen abcisas
criticas.

TEOREMA 111,

Si vy es una abcisa critica de la funcion f(X); el desarrollo de
Taylor, aplicado a esta funcion o a una cualquiera de sus deriva-
das, da una serie converjente solo cuando X —a queda menor en
valor absoluto que v— a. '

Sea en efecto fP(X) una cualquiera de las derivadas de
JF(X)i7r, larazon de los términos de rango z—p+1 1 z—p del
desarrollo; se tiene

O bien, si se compara al valor de », deducido del desarrollo

de /P (y).

, = X—a o
27 1
v—a ‘
, . . X—a
El limite de 7, es uno, luego- el limite de 7, es — ——.
v—a

La serie /?(X) serd, por consiguiente, converjente si X —a es
menor, en valor absoluto, que y~a.

NoTA.—Sea (fig. 3) A8 la curva cuya ecuacion esy=/(X);
OC=+ una abcisa critica i OD=a; OF una abcisa tal que
ED=DC. Elteorema 111 limita el desarrollo de £ (X) segun las
potencias de X —g, a los valores de X comprendidos entre O£

i0C
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Se ve que, ni la funcion ni sus derivadas, se hacen infinitas
para ningun valor de X Se tendrd ahora si se hace

X=a+x
/ x: ozt x°
sen (a+x)::sena< I — ... )+cosa\ ——
: \ Lz L.234 1.2.3
x? xt ) x oz 3
cos{a+x)=cosa| 1— ——+——... |—sena| —————+..
L.z 1234 1 1.23
Cuando a=o
{ x3
SeN X = = - = + ...
—,\ I.E.J
(3/ .
2 xd:
| COsx=T1——— +

1.2 1.2.3.4

Por consiguiente

sen (a4 x)=sen a cos x+cos a senx

08 {@-+x)=CoS @ cosxr—senasenx

Se obtienen pues las relaciones caracteristicas de las funcio-
nes sen X i cos X.
Cuando se habrdn calculado # términes de cada serie, las res-
tas tendran por valor, segun la espresion de Lagrange:
R . nxznﬁ'—x

sen
o T Gx\
1.2...(27+1) cOs (© =)

Se ve que R tiende siempre hdcia cero, cnalquiera que sea =,
Las series (3) son, por consiguiente, siempre converjentes i
las relaciones (3) se deben considerar como identidades,

Desarrollo de LX

Esta funcion tiene una abcisa critica X =0; luego si se hace

X =z+a el desarrcllo de Taylor serd converjente para los va-
lores de x comprendidos entre—az 1 +a. '
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Se tiene ahora
JX)=LY
1 -1
F(X)= =4
J'(X)y==X-=
S (X)=+2 X3
S X)=(=1)" 230 (1) X0

Por consiguiente

oo 1 % 1 x|

X
Lrta)y=Lat—~— — - <.,
N ) a 2 a® 2 at 4 at '
Hagamos a=1
P ;r.'i :r-i
I G U P A N y
\4) Lirx)=x z T3 Tt
De ahi se deduce
\ x 1 a2 1 %3 1 ot

: x
L(”’?[):'a__T 2 Ty s Ty e e

L{z+a)=La+L < 1+%>

Es la relacion caracteristica de la funcion LZ.X.
Discusion de la serie (4)

Ya se sabe que el segundo miembro representa-la funcion

cuando x es menor que I en valor absoluto.
Se averigua ficilmente que, entdnces, la serie es converjente,
pues la razon entre dos términos consecutivos es

- #
72+ 1
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Esta razon es menor que I si x es menor que 1.
Cuando se habrdn calculado # términos, la resta serd igual,
segun la espresion de Lagrange, a

A=

Si x es positivo 1 menor que 1 esta resta tiende hacia cero;
pero no se puede decir nada cuando x es negativo; se toma en-
ténces la espresion de Cauchy, i ésta da

o z [ —z+0r\r-r
Re = | ——
14+6x ( I—}—G:f)

Se ve que la resta tiende hdcia cero si x es negativo i menor
que I en valor absoluto

Casos Hmites en que x=1

Cuando r= —1 el segundo miembro de (4) se convierte en
la serie armdnica; esta tiene una suma infinita. La resta se
puede calcular por medio de la férmula

R= _:2,‘:‘.1(;__*1«) ) (r1—u)r  fr{a+ur) du
Se obtiene aqui
I
I—un

o

Es otra manera de demostrar que la serie armonica es diver-
jente.

Cuando x= +1, el segundo miembro de (4) se presenta bajo
la forma de la serie armédnica con sus términos de signos alter-
nados, se sabe que la serie es semi-converjente; su valor es
enténces L 2. Por lo demas la resta de Lagrange obtenida mas
arriba tiende hdcia cero cuando xr= 41, lo que demuestra tam-
bien la converjencia de la serie.
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TEOREMA.
57 la serie
ay tagtagt..
es estrictamente diverjenie, el prodeucte
FP=(I—a, ) {I—a,) {(I—azi...
tiende hdcia cero.
Sea, en efecto, a, el primer término ae la serie que sea tne-

nor que uno 1 2, el producto de los z—1 primeros factores, se
tiene

P=P (I—ap){(I—=aprs)ee

Luego
LP=LP, +L(1—a,)+L (I1—agp )+

Reemplacemos los logaritmos del segundo miembro salvo

ran los logaritmos correspondientes, pues ay, , @ng,... SO0 me-
nores que uno.
Se tendra entdnces

LP=LP, —(a, +u,n+,+...)—-—; (@ + dnprt)en

Como la serie a, +a, +-.. es estrictamente diverjente, el se-
gundo miembro de esta espresion es igual a— o, luego

P=o0
Aplicacion.

El producto
m—1 m—2 m—}
P — 2 — 2
I oz 3
es igual a cero cuando el niimero de factores es infinito; en
efecto se puede escribir tambien

P:i(}-—%‘—-) /I—j;—z\) ( I——?-)

\ \ \
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[ ia serie

es estrictamente diverjente.’
Desarrollo de X™

Si 7 es entero 1 positivo, la funcion A™ no tiene ninguna ab-
cisa critica; el desarrollo de (x+a)™ se presenta entdnces bajo
la forma de unva serie de un numero finito de términos i esta
serie es idénticamente igual a la funcion.

Siw es fraccionario o negativo, X'=0 es una abcisa critica
pues, sea la funcion, sea una de sus derivadas se hace infinita
para este valor de X. Segun esto, si se pone X-=x+gq, el desa-
rrollo de (#+a)™representard la funcion, solo en caso que x sea
comprendido entre—a 1 +a.

Se tiene ahora

()=
F(X)=m Xm-
S (X)=m (1) X2

tmesmn

S (D =mn—1)(m=2).. (t—n+1) X2

Luego .

R \ mox m(m—1) x* m(m—1(m—2) ad
e 1a 2 5 M) i)
{ 1 a 1.2 a? 1.2.3 a?

ve

Hagamos ¢= I, tendremos

m(m—1) L (m—=1)(m—2)

23 ..
1.2 1.2.3 +

() G+ =1+Ta+

De aquf se deduce

<%+l>m =1+ ANt ) B

9

@ 1.2 a*
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Luego

7/ 52 o
(x+a)™ =am [-—+41
/ a
Es la relacion caracteristica de la funcion X™ .,

Discusion de la serie (5)

Segun lo dicho anteriormente, el desarrollo de (1 +x)™ repre-
senta la funcion cuando z es menor que 1 en valor absoluto.

La serie es en efecto converjente para estos valores de z,
pues la razon de dos términos consecutives es

- W=—=n+1

bed

Esta razon tiende hécia x i es menor que 1 si ¥ es menor
que 1.

Cuando se habrdn calculado z términos, la resta sera igual,
segun la espresion de Lagrange\, a

_m(m—1)...(m—n+1) o ( xr "
R= 1.2... 7 (1+62) \#1+6x)

Este valor de R tiende hécia cero six es positivo i menor
que 1, pues el primer factor de X tiende hécia cero cuando

. E7 7. . (.
aumenta 1 (Iﬁ-ﬁﬁ:\ tiende tambien hdcia cero.
-

Si x es negativo, se toma la resta bajo la forma dada por
Cauchy, se obtiene enténces

/

=—-m{ I— 1;-z> (1—-_?32 )(/ I___”_’_“) (_Ii_ef") <:’1ﬂ‘f>u
\ I 2 s n—1 1—6 740z

\

Se averigua enténces que tiende tambien hdcia cero cnando
z es negativo i menor que 1 en valor absoluto.
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Caso ltmite x= —1
La serie (3) toma entdnces la forma

6) — 1”__{_1”&'”_1) _om(m—1) (77z—2)+.“
I 1.2 1.2.3

i representa el valor de X™ cuando X es igual a cero. Como se
ha esplicado mas arriba, la serie es todavia igual a la funcion
cuando la variable es igual a la abcisa critica, luego la serie (6)
es converjente e igual a cero si 7 es positivo; diverjente si 2 es
negativo. .

Cualquiera que sea 2 la primera de las derivadas de X™ que
se hace infinita es la derivada en la cual el esponente de X es
comprendido entre 01 I, luego cuando # es comprendido en-
tre 01 1, la serie (6) es estrictamente diverjente.

Estos resultados pueden establecerse directamente, en efecto,
la razon entre un término i el anterior, cs igual a

We— 2 - 1 I 7+ 1
n 7

Por consiguiente la serie (6) es: 1.0 estrictamente diverjente
si 7z es comprendido entre 01 1; 2.2 converjente si s es posi-
tivo; 3.° diverjente si s es negativo i mayor que I en valor ab-
soluto.

La consideracion de la resta averigua todavia estos resulta-
dos; si se toma la espresion de la resta bajo forma de integral
se obtiene

m (m—1)... (m—n+1)
L2...{#—1)

R=(~1)"

(1—u)™ du

. . . . 1
1.6 Si sz es positivo la integral es igual a —, luego
t22

R=(—1)"

Se ha demostrado mas arriba que el limite del segundo
miembro es cero, luego R tiende hdcia cero.



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 121

2.0 Sizz es negativo, la integral es infinita, luego la serie es
diverjente.
Casode x=+1

II. Si x=+1 la razon entre dos términos consecutivos es
igual i de signo contrario a la que se ha obtenido en el caso de

x=—1; las dos series se componen de los mismos términos
pero, para z suficientemente grande, los términos de la serie
(x= —1) son todos del mismo signo i los de la serie (x=+1)

son de signos alternados. Las reglas de converjencia de esta
ultima serie se deducen por consiguiente inmediatamente de
las que se han obtenido para la primera: la serie serd conver-
Jente si m es positivo; semi-converjente si m es comprendido en-
tre 0 1 — 1;7indeterminada si m es negativo i mayor que uno en
valor absoluto,

Desarrollo de arc sen X
La funcion are sen .Y tiene las mismas abcisas criticas que su
derivada ‘:/*—_mk: i esta dltima tiene por abcisas criticas
1—AX* .

X =zk1. Supondremos, en la férmula de Taylor, =0; el desa-
rrollo serd converjente cuando X sea menor que uno en valor
absoluto; se tiene ahora

T 1

1 :
T =(1=X7) Tor4—Xrp 3 xay L35 we

2 2.4 2.4.6
Luego
*  dX x 1 2% 13 25 L35 x°
are sen xr= = s e T 70
L Ji—x¢ I~I—2 3+2.4 5+2.4.6 7+...
Ya se sabe que la serie del segundo miembro de- == es
I— 2

estrictamente diverjente cuando x=zk1 luego, para el mismo
valor de X la serie correspondiente a are sen x es converjente;

su suma es por otra parte igual a arc sen 1=-—— luego
2

i1 1.3 I 1.3.5 I
- Tt — S
23724 5 T 246 7

s —
=1+

Tomo XCITI
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CAPITULO VI
DE LAS CANTIDADES IMAJINARIAS

La teoria completa de la férmula de Taylor conduce natu-
ralmente a considerar las cantidades imajinarias. En efecto, las
condiciones de converjencia del desarrollo son ligadas intima-
mente a la determinacion de las abcisas criticas de la funcion i
éstas son Jas raices de una ecuacion aljebraica en la cual se es-
presa que la funcion o una de sus derivadas es infinita,

Entre las raices de esta ecuacion pueden haber algunas ima-
jinarias; por consiguiente, es necesario saber como se modifican,
en este caso, las condiciones de converjencia del desarrollo.

Variable imajinaria—Modulo ¢ argumento

Sean x e y dos variables reales i
X=x+y ./

se dice que X cs una variable imajinaria. Consideremos, en un

plano (fig. 4) dos ejes rectangulares OX i OV 1 sea M un punto

de abcisa x 1 de orde-

nada y, el punto 47 re-

Y ng.li. presenta’ ﬁguradamer.l-

te la variable compleja

X. Asi todos los valo-

1 res de X son represen-

: tados figuradamente

} por el conjunto de los

| puntos del plano

—— X XOYVY; entre ellos, los

que estan situados so-
bre el eje OX representan los valores reales de X,

El punto 4/ puede ser tambien definido por medio de sus

coordenadas polares: OM =71 MOP =0, enténces

-
Ir -

- .

-

0

]
| p
|

x=7¢os

y=vrsen O
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Se toma siempre » positivo, de tal manera que 6 es perfecta-
mente determinado: » es el mddulo de la variable imajinaria
16 es el argumenio.

Formula de Euler

En el capitulo anterior se ha establecido la tdentidad.

x x? x3
(1) e* i =gdf 14— 4 —— F+—— ... >
I .2 L23 ;

Hagamos en ella

a=0,x=w /1

Tendremos

on/—1 _ w? 3 7 w?
e . —<I—-—2—+...)+—k/—1kw— >

1.2.3

La primera paréntesis es el desarrollo de cos o i la segunda,
el desarrollo de sen w. Estos dos desarrollos son idénticamente
iguales a las funciones correspondientes, luego se tiecne tambien
wdénticamente ’

oV

=cos w+./ —1Isenw
Es la férmula de Euler.

Formula de Motvre
Se tiene zdénticamente, cualesquiera que sean @ i .

gitr=ga, g

Hagamos

A=X=( —

Tendremos

Esz;T=< ew~/—*1'>*
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Hagamos ahora
a=ws/ —1, x=2w,]...;
Tendremos

G300 =1 _ jon=T1 20020
—e o= <ZWJ:>2 =<ew?1>s

I asi en seguida. Se llega finalmente a la férmula

ST ( e

\

O bien
cosmw+a/—1 sennw=(cos w+,/ -1 sen w)™

Esta es la férmula de Mozvre que su autor establecié direc-
tamente, sin pasar por la consideracion de los esponenciales,
Las férmulas de Moivre i de Euler se prestan a muchas apli-
caciones.

Espresar sen nta i cos e a en_funcion de las potencias de sen
1 cos a. :
La férmula de Moivre da inmediatamente

cos ma+a/—1senma=(cosat./ 1 sen q)™ =

m(m—1) .
—— o Cos" 7 asen®a+...

no—
=cos™ a -'r'In/‘ Icos™~* gsena-+-

Si se nota ahora que una cantidad imajinaria no puede igua-
lar una cantidad real, se deduce de la ecuacion precedente las
dos siguientes que resuelvan el problema:

sz (m—1)

COS# o = COS™ o — lz—gcos"‘”asen?a-}—...

7 . m(m— 1(12—2). .
SeN Ve = “T COs™ ™" @ sen ¢ = — =t ——2C08™ "3 g seni a4 ..

i.2.3
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11

Espresar sen™ « ¢ cos™  ein_functon de los senos 1 cosenos de los
miltiples de a.
La férmula de Euler

ex‘/—l

=cosxr+,/—1senx

da tambien

s

P -—':f,‘/...]

=coSr—af —1 senx

r iguiente
Por consiguient

JESVESS. VY

COS X==

W

Sen X =-

Reemplazaremos, en lo que sigue, la espresion /1 por la
letra 7, tendremos

xi - xry" g i m—2) i
¢ + ¢ 1 mre . (m

Cosm p =" = ( e + -+
m (m—1) (m—4)z7 —mxt
**’*'I‘?v“tf 4+ ... +e \‘

O bien, si se suman, en la paréntesis, los términos a igual
distancia de los estremcs

1 7 (e —1
cos™ x = F{ cos mx +-— cos(me—2)x + —(—I"—) cos (m—4) x+ g
Del mismo modo
I y mzxzt

e

I 1.2
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Se deben aqui distinguir dos casos.

1.* Caso—wz es par. Sea m=2 n; se tendra

o (—1)° ] 2n
sentt #="__ ") cos anzx—-— cos (zn—2)x+
2 {2n—~—1) 2
- 2n—4)%...
3 cos {(2n—4) \

2.0 Caso. - m ¢s impar.. Sea m=2n+1; se tendrd

+1)n 2 1
Senzn~x:t::£?2l_-§sen<27;+ I);z— i 560(271—1)25
(zn+1)2n
S sen (274—3)2’...2
111

Suma de los senos i cosenos de arcos en progresion aritmetica.
Sean las sumas v
C=cos a+cos (a+x)+cos (a+ 2x)+ ... +cos [a+(n—1) x]
S=sen a+sen (a+2)+sen (a+2x)+...+sen [a+(7—1) ]

Multipliquemos la segunda por ./ i sumamos; la férmula
de Euler dard

C+Sz.:eaz+e(a+z)z+e(fz+2x)z+m+e[a—i—(n —1)x]¢

El segundo miembro es una progresion jeométrica cuya ra-
zon es ¢, luego

nxi nxt
a - r-1 x 2 2
. . ai Emd——l 2 —
C+SZ:e —_— = o ———
P xi ez
2 2
e —e
O bien
nx
sen =7 1 =1
. n— e #—
C+Si= - cos(a+ —— )4+ ./—1sen| at x
x \ 2 2 |
sen ——— )

2 i

\
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Finalmente
nx
sen ——
. 2 n—1 \
C=-———"—cos|{a} —x |
x 2 J
sen — —
2
7nx !
sen .
. 2 n—1
S=——"—senla+ —X
sen ——— A -

v
De las series trigonométricas
Consideremos las dos series

C=uo cos B+u, cos (6+w)+u, cos (B4 2w)+ ...
S=uosen §+u, sen (8+w)+u, sen (04 2w)+...

Se tiene

C‘?S«/:.—:uoeze}u] ei(e.}-w) +u, 32(9+2w> +

Sea tambien la serie
M=wuotu, +ou,+...

Si Jos términos de esta ultima serie son todos positivos, es-
tos seran los modulos de los términos de la serie imajinaria
C+ S ./ —71; es lo que supondremos aqui.

Cada término de la serie imajinaria puede ser representado,
en un plano, por un vector, definido en lonjitud por el médulo i
en direccion i sentido por el argumento.

La sucesion de los vectores, colocados unos en seguida de
los otros, dibujara, en el plano, un poligono cuyos lados hacen
entre si el dngulo constante w. El perimetro de este poligono
serd precisamente la suma A de los mddulos.
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Ahora, cada término de la serie C i el correspondiente de la
serie .S representan las proyecciones, sobre los dos ejes de coor-
denadas, de un lado del poligono representativo; por consi-
guiente las sumas de estas dos series representan respectiva-
mente las proyecciones sobre los ejes de coordenadas, de la
resultante jeométrica de los lados del poligono considerado.

En resimen, la serie imajinaria C+ S,/ representa un
poligono cuyos lados hacen entre si un angulo constante; la se-
rie M de los médulos cs su perimetro i las series €1 S las pro-
yecciones, sobre los dos ejes de coordenadas, de la resultante
jeométrica de todos los lados.

Fsta interpretacion jeométrica conduce mui sencillamente a
las reglas de converjencia de las series €1 S.

TEOREMA L —S7 Ja serie de los ndbdulos es converjente, las
séries C 1 S son converjentes.

En efecto, el poligono representativo tiene un perimetro
finito, su resultante jeométrica es por consiguiente finita en
lonjitud i determinada en direccion i sentido; sus proyecciones
C'1 S son tambien finitas.

Estc era evidente a priori, pues los términos de las series
C 1 S son menores en valor absoluto que los de la serie M.

TEOREMA 11.—S7 /o serte de los médulos es estyictamente di-
verjente, las sertes C1 S son semi converjentes.

En efecto, el poligono representativo se compone de lados
que disminuyen indefinidamente en lonjitud i hacen entre s{ un
4dngulo constante; luego una circunferencia circunscrita a dos
lados consecutivos contiene, en el interior, todos los lados si-
guientes; por otra parte, el radio de esta circunferencia tiende
hdcia cero, por consiguiente el poligono dibuja en el plano una
especie de espiral converjente cuyo punto asintdtico es a dis-
tancia finita del orijen. La resultante jeométrica de los vecto-
res es entdnces finita en lonjitud i determinada en direccion i
sentido; sus dos proyecciones € 1.5 son tambien finitas.

La resultante jeométrica, de los vectores puede obtenerse de
otra manera; se sabe, en efecto, .que esta no cambia cuando se
altera ¢l dérden de sucesion de los vectores; supongamos pri-
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mero i para mas claridad que w sea parte alicota de la circun-
ferencia e igual a EZE»TL.
. m

Juntemos separadamente los vectores de misma direccion i
sentido, se obtendrad asi s resultantes parciales con las cuales
se podrd formar un poligono de # lados; éste tieme, por hipé-
tesis, un perimetro infinitc i se ha demostrado mas arriba que
su resultante jeométrica es finita, luego el poligono asi obte-
nido es semejante de otro poligono finito i cerrado.

Si se cambiara el signo de todos los términos de una o al-
gunas de las mz series parciales, el poligono representativo se
convertiria en ofro que no estaria mas semejante de otro finito
i cerrado, sino de un poligono finito cuya resultante jeométrica
seria tambien finita; segun esto, la resultante jeométrica del
nuevo poligono representativo seria infinita en lonjitud i deter-
minada en direccion i sentido; las dos series € i S tendrian por
consiguiente sumas infinitas i serian series estrictamente diver-
jentes.

El mismo razonamiento se puede aplicar cnando o no es
parte alicota de la circunferencia piies se podrian juntar sepa-
radamente los vectores cuyo argumento estd comprendido en-
tre clertos angulos determinados.

En restimen, las series C' i .S son converjentes, pero si se cam-
bia el signo de una serie parcial de términos o de algunas se-
ries parciale$; las series consideradas se convierten en otras
estrictamente diverjentes. Por esta razon se dice que las series
C 1.8 son semi converjentes.

TeOREMA 111.— 57 la serie de los médulos es diverente, las
sevies C1 S son tndeterminadas.

En efecto, el poligono representativo tiene entdnces la forma
de una espiral diverjente; su resultante jeométrica es infinita i
su direccion indeterminada, luego sus proyecciones €' i S son
indeterminadas.

Caso limite en que los midulos son rigorosamente iguales
En este caso el poligono representativo es inscrito en una

misma circunferencia de radio-finito; su resultante jeométrica
TOMO'XCIH 11
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es por consiguiente finita pero de direccion indeterminada. Sus
proyecciones €1 S son pues indeterminadas i su valor oscila
entre limites finitos.

Sean, por ejemplo, las series

C=cos §+coS {6+ w)+cos (B42w)+-..
S=sen O+sen (+w)+sen (8+20)+...

La circunferencia circunscrita al poligono representativo tiene
por radio

£=
§ ]
2 sen —
2
w
cos | ———0
2
o —t A/
1 ®
2 sen ——
2

Luego la suma de la serie  oscila entre £—~Rif+Rila
suma de la serie S entre y— R i 5+ K.

RESUMEN

Las series trigonométricas C'i .S i la serie imajinaria corres-
pondiente C+ S ./ —1 son: converjentes cuando la série 7 de
los médulos es converjente; semi converjentes cuando la serie
M es estrictamente diverjente; indeterminadas cuando la serie
M es diverjente.



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 131

CAPITULO VII

DE LAS ABCISAS CRITICAS IMAJINARIAS:—CIRCULO
DE CONVERJENCIA

Sea f (X) una funcion cualquiera de X 1 /4 (X) la primera
de sus derivadas que se hace infinita cuando X tiene un valor
imajinario como y=a+8./—1; la funcion considerada tiene
entdnces una abeisa critica imajinaria. La abcisa y puede repre-
sentarse figuradamente por un punto C del plano (fig. 5) éste
se llama entdnces punto critico de la funcion. Segun esto, 2 una
abcisa critica real, corresponde un punto critico situado sobre
el eje OX.

Se concibe desde luego que la primera cuestion que se trata
de resolver es la siguiente: Jeud! es el valor que toma una jfun-
cton f(X) cuando la variable X es tmajinaria?

Se puede siempre suponer que la funcion f(X) queda real i
continua para los va-
lores de X compren- Fly 53
didos entre ciertos li-
mites determinados; en
efecto, si no sucediera
esto, la funcion consi-
derada quedaria ima-
jinaria para todos los
valores reales de X i el
estudio de esta funcion

no podria tener ningu-
na utilidad prictica.
Sea, por consiguien-
te, @ un valor real de X
comprendido entre los
limites consideradas;
todas las derivadas de
/{X) seran tambien reales i continuas cuando X es igual a
@; sea A el punto representativo de la abcisa «, este punto sera
situado sobre OX, sea tambien M el punto representativo de la
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variable X, r e y las coordenadas de este punto de tal manera que
X=x+ y J=1; tracemos AM isca AM=p, MAX =¢; se
podra escribir

i r=a+pcoseo
® [ y=psen¢

X=x+y./—1=a+tpe g
La férmula dc Taylor da ahora.
(2) F(D=flatpe™®) =flar+pe’® Flay+ 227 1 (@)t e
O bien

| FE=CrS ST

C=jf (a)+pcos ¢y (a)+ 52 cos2¢ S {a)+...

S= psen ¢ f! (@) +L—sen2g f'(a) +...

Se ha descompuesto as{ la funcior. f (X) de la variable ima-
jinaria X =x+y ./ —1 en la suma de dos espresiones: una real,
otra igual al producto de una funcion real por ./ —1; sin em-
bargo, para que las funciones € 1.5 sean as{ bien determinadas,
es necesario que las series que espresan su valor sean conver-
jentes.

Las functones Ci S dependen solo de x ey, es decir, de la post-
cion del punto M gue representa figuradamente la variable X.

Supongamos, en efecto, que M queda fijoi que A varia, las
tres cantidades &, p, ¢ satisfardn, segun (1), a las ecuaciones

da+dp cos ¢g—psen ¢ dp=0
dpsen¢+pcospdp=0
O bien
dp=—dacos ¢
pdp=dasen ¢
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o
(5%

Se tiene ahora

JodC ac ac

_ aCc dC  sen¢ dCO
=da <—Z,a— —Cos ¢ ?p- + P—— —a?)

Del valor (3)de C, se deduce que la espresion entre parén-
tesis es idénticamente nula, cuando la serie C es converjente,
luego C queda constante cuando 3 queda fijo; del mismo modo
se averigua que S queda constante cuando A queda fijo. Asi,
cuando las series i 5 son converjentes, su suma depende solo
de la posicion del punto M que representa ﬁguradamente la
variable X.

En otros términos, si se escribe la formula (1) bajo la forma.
N (X—“ X—' )2 7
@ F@O=/ @+ 2T @ BT gy

la serie del segundo miembro no depende de a, su valor es
igual af (X), a la condicion que esta-serie sea converjente.
Es lo mismo que se ha obtenido cuando X era una variable
real.
Condiciones de converjencia de las series C 15

Estas series i la serie imajinaria equivalente (1) son conver-
jentes si la serie de los médulos de los términos es converjente.

Sea f? (X)) una derivada cualquiera de f (X); se tiene como
mas arriba

(&) /P @D=fr @tpe i@ £ 0P p e,

Sea F (p) una funcion que representa Ja suma de los médu-
los de los términos de la serie (1), se averigua facilmente que la
suma correspondiente de los médulos de los términos de la se-
rie (4) es la derivada F? (p), respecto a p, de la funcion & (p).

Sea ahora y=a+ 3./ -1 la abcisa critica imajinaria i /2 (X)
la primera de las derivadas de /(XX) que se hace infinita cuando
X =+; pongamos

a=a+ R cos 6
B=Rsen 6
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tendremos
v=a+Re #

Si, en la férmula (4), se reemplaza .Y por ~+ o bien, en el se-
gundo miembro, p por R i ¢ por 8, este segundo miembro es
infinito, por hipdtesis, cuando p=g¢, luego la serie 7% (p) de los
moédulos tiene una suma infinita cuando p=R.

En restimen, la funcion real 71 (p) de la variable real p se
hace infinita cuando p = A es decir que p =R es una abcisa cri-
tica real de la funcion / (p). Demostraremos que £ (p) es la
primera de las derivadas de Z (p) que se hace infinita cuando
p=R. Esto equivale a demostrar que Fa(R)es una serie estric-
tamente diverjents.

Sea

Ry
. fuEn( =1
1.2...72 Sima) =2,

Se tendra
Si(a+R ez¢> = V=vs+v, P +v, e’ l¢+...

Por hipétesis, la serie 7 debe tener una suma infinita cuando
¢=0, esto exije primero que la suma de Jos mddulos sea infi-
nita i, en seguida, que los cocficientes vs, 7;, v,... no tengan
todos el mismo signo; en efecto, si tuvieran todos el mismo
signo, la serie 7 no podria tener una suma infinita sino para el
valor ¢ =0, para los demas valores de ¢ la serie seria semi
converjente o indeterminada.

Los coeficientes wo, v,, v,... tienen, por definicion, mismos
signos que las derivadas £ (), /97 (a) /977 (a)... luego, cuando
una funcion real de wuna variable veal tiene una abeisa critica
irmajinaria, sus devivadas consecutivas no pueden tener todas un
MEISHIO SIZNO.

Hagamos ¢=0+ o, tendremos

2 7

W %)
cosf+v, e cos2 0+...

V= (vg—l—vl e

—{ ) 2w
—}-N/—I(“E'le sen 0+ v, ¢ sen 204 ...

El segundo miembro debe ser infinito cunando w=0 1 finito
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para los demas valores de w; luego los coeficientes de las espo-
nenciales deben tener, en una 0 en las dos series entre parénte-
sis, mismos signos i sumas infinitas.

De ahi se deduce que los productos

JSi(a), fi(a)cos B, f3 (a) cos 20,...
O bien
fo(a)sen 8, fv* (a)sen 26,

tienen mismos signos; este resultado indica cudl es la lel que
siguen los signos de las derivadas de la funcion f9 (X) cuando
esta funcion tiene una abcisa critica imajinaria.

Ademas, una de las series

Uo+ v, cOs B+ v, cos26+ ...
(3)

: 7, sen 8 +v, sen20+ ...

O las dos deben tener una suwma infinita; sean , 7, #,...
los valores absolutos de los coeficientes, la serie

U=itotu, +iig+...

debe tener una suma infinita i debe ser estrictamente diver-
jente pues, de lo contrario, las series (5) serian indeterminadas,
Pero la serie { es precisamente el valor de Fa(R) luego
FY(R) es una serie estrictamente diverjente.
Es lo que se debia demostrar.

Ias condiciones de converjencia de las series £ 1.5 o de la
serie imajinaria equivalente (1) se deducen inmediatamente de
estos resultados. En efecto, la suma de los médulos de los tér-
minos de estas series es una funcion real 7 (p) de la variable
real p, i esta funcion tiene por abcisa critica real p= R, luego
esta suma es finita cuando p es menor que R e infinita cuando
p es mayor que K. Lasseries i S 1 la serie imajinaria equiva-

L1 . S . .
lente f (a+fe serdn por consiguiente  converjentes si p es
menor que R e indeterminadas si p es mayor que &,
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La interpretacion jeométrica es evidente; consideremos la se-
rie (4), ordenada segun las potencias de X —4, esta es equiva-
lente a la serie (1); podremos decir que esta serie (4) es con-
verjente si el punto 47 que representa figuradamente la variable
X (Bg. 5) se encuentra situado en el interior de un circulo de
centro A ide radio R, indeterminada si el punto 4/ viene en
M’ al esterior del mismo circulo.

E! circulo de centro 4 { de radio R ha sido llamado, por
Cauchy, ctreulo de converjencia, en A, de la funcion f(X). A cada
punto A del eje OX corresponde asi un circulo de converjen-
cia. Se ve que todas las circunferencias de estos circulos pasan
por un punto €7, simétrico de Crespecto a OX, este punto C’
es tambien un punto critico, en efecto lus sumas de las series C'i
S no cambian, en valor absoluto, cuando ¢ se cambia en— .

Cuando el punto M se encuentra situado sobre la circunferen-
cia del circulo de converjencia, es decir cuando p=R la derivada
Fa(p) se desarrolla bajo la forma de una serie estrictamente
diverjente, luego F? (R) serd finito si p es menor que ¢ e infi-

nito si p es mayor que ¢. El desarrollo de f» <a+ke 1¢>segun
las potencias de K serd pues una serie converjente si p es me-
nor que ¢ e indeterminada si p es mayor que g.

Si p=g el desarrollo es semi converjente para todos los valo-
res de ¢ otros que 61 — 6, i para cstos ultimos valores de ¢ el
desarrollo es estrictamente diverjente.

APLICACIONES

Desarvollo de are tg 2

La funcion f(X)=arc tg X tiene mismas abcisas criticas
que su derivada

esta ultima funcion tiene dos abcisas criticas imajinarias
X ==,/"7, representados por dos puntos del eje OV a la
distancia u#zo del orijen.
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Hagamos @=0 en la férmula de Taylor (4); el circulo de
converjencia tiene entdnces su centro en el orfjen i su radio es
igual a uno.

Se tiene ahora

I 2 7
i—_E:XQ-:I—xY“-*'A*—XB"}'...
Luego
are tg © 44X cai + w? Gl +
x= ———— =l — — —_ - ves
N X203 5 7

La serie de! segundo miembro es converjente solo cuando x
es menor que unc en valor absoluto. Cuando x=zt7, la serie
es semi converjente i representa todavia Ja funcion; se obtiene
entdnces la férmula

g I I I

— = —

4 3 5 7
Desarrollo de LX

Haremos, como en el capitulo V, X=x+a i supondremos
ahora que x tiene un valor cualquiera real o imajinario. El
punto critico de la funcion es el orijen; luego el circulo de con-
verjencia que corresponde a la abcisa g, tiene por radio . En el
interior del circulo de converjencia se tendrd como mas arriba.

Lixta)y=La+ L ( 1+ ; >
A /
Hagamos
A
a 7
- Tendremos

’ iw)  dw P 2w
L(I+p€ )_pe - +.

El circulo de converjencia tiene ahora su centro en el punto
de abcisa 1 i pasa por ¢l orijen, luego la serie imajinaria es con-
verjente cuando p es menor que uno. Sea tambien

©) L(vapd™)—crsy =i

TOMO XClr
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Tendremos

o

S—‘:p sen a)——p— sen Zw-+ ...
R 2

En el caso limite p=1, la serie de los médulos es estricta-
mente diverjente, luego las series £ 1S son semi converjentes
o estrictamente diverjentes ila férmula (6) queda exacta para ¢l
mismo valor de p.

La funcion LX puede tener varios valores.para un mismo
valor de X como lo esplicaremos en seguida, elejiremos el valor
cero cuando X'=1 i supondremos que el dugulo w queda com-
prendido entre o i #; entdnces

L ( 1+eiw> :L~(:I+cosw+ W —1sen w)

v

:L/? LOS%) +L( cos %+~/k—*lsen%\‘
2 & < 7

‘\ / N /

Segun esto

w COS 2w CcOS 3w
CWL42c 97\=c05w—— — + LA
,_/ 2 3
w sen 2w sen 3w
S=" —sengp— 0@ , Sen3w
2 2 3

La segunda férmula parece falsa cuando w=r, pues el pri-

. , - m . -
mer miembro es enténces igual a — i el segundo a cero; sin

. 2

w ;- .
embargo se debe entender que —— es el limite de la suma de

la série cuando o tiende hdcia #; ademas, cuande w=17, la va- -
riable tiene precisamente la situacion del punto critico i esta
sola consideracion basta para esplicar la anomalia aparente de
la férmula.
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Sc deduce del valor de S una formula interesante; reempla-
cemos w Por = — o, tendremos - '

T 2] sen 2 sen 3w
Sl= T =senot ——— + 33 + ...

Luego, comparande 51 .5,

sen 3o

w
~—— = 3en -+ -
4 3

Esta férmula es exacta solo cuande » queda comprendido
entre o i 7.

Desarrollo de X ™

Como en el caso de LX el punto critico es el orijen, de tal
manera que si se hace X =x4a el circulo de converjencia.del
punto A de abcisa @, tiene su ceniro en 4 (fig. 6) i un radio
igual a a. Sea M cl punto representativo de la variable
X =x+a, el desarrollo de Taylor serd converjente si 4/ estd
en el interior del circulo de converjencia.

La relacion caracteristica de la funcion (x+a)™ queda natu-
ralmente la misma, puesto que se ha deducido del desarrollo
mismo de la funcion; podremos por consiguiente considerar
simplemente ¢! casc en que a=1. Sea entdnces

o

X:I—}-pez
Tendremos
C\m .
<1+pezw) =C+S.J/—1
C= I.{_‘ﬁi_ P COS & A _’KQ’”_‘L} p*cos2w+ ...
1 ’ 1.2
- m 2 (1= 1
S= ~-f~psen w—}-*‘;gil—é—)p: SeN 2w+ eee
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Estas férmulas serdn exactas si p es menor que uno, cual-
quiera -que sea el valor de »2. Pongamos ahora

]’{5] b. ) ( 1+pcosm=7rcos6
7)
Y [  psenw=wsend

vector OM que junta el ori-

!
1
|
\ Se ve que 71 6 definen el
|
l jen con el punto 7, enténces

2w 6

C+ Sy TTmrm ()" 2y 9
= 7 {cos m O+ ./ —1 sen m 6)

De tal manera que, si p es menor que uno, se tiene rigorosa-
mente

’ 7 m(m—1)
y® cosmb=1 +‘r pCOsS @+ — g o picos 20+ ...
8
m m(m—1)
- ™ sen mb= — pSENwt o p® sen 2w+ ...

La funcion X ™ puede tener valores diferentes para un mismo
valor de X, elejiremos para X el valor 1 cuando p=o0.

En el caso limite de p=1, la serie de los mddulos es conver-
jente si m 'es positivo i1 estrictamente diverjente si # es com-
prendido entre o i 1, luego en estos casos las {6rmulas (3) que-
dan exactas.

Supongamos que X varia entre 0 i #, entdnces las férmulas
(7) dan

w
yr=2 COS_Z—

ol
o
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Se tiene, por consiguiente

m w Ve wm (m—1)
{2 — Jcosm— =1+ —COSw+————5€eN 2w +...
2 2 I 1.2
@\ \ ;
? / A\ » 91 m (m—1)
’Jcos-— sen 7 — T Sen o b ——sen 2u + ...

NOTA.—Se ha escrito mas arriba
[ 20 >"~‘ mzf
\e = ¢

esta formula se ha demostrado cuando # era entero i positivo;
para los demas valores de s, basta tomar los logaritmos de los
dos miembros, para averiguar que la relacion es exacta; estos
logaritmos tienen, en efecto, una significacion bien determinada
i calculable por medio de la serie de Taylor puesto que el mé-

dulo de ele €s uno.
Féymula de Euler 1 Lagrange—De las férmulas (9) se de-
duce v
( 2 cos —f« \)mco$( a— «ﬂéf]—\>= cos w+ Zii cos (a—w)
\

/ \

lm=1) cos(a—zw)+ ...

Hagamos u=mx, i =22 tendremos

(10) (2 cosx)™ =cos 79‘11’—{--—— cos (m—2) x+

m\m - 1)

T, cos (m—4)x+...

Esta es una férmula dada por Euler i Lagrange. No es una
férmula jeneral, en efecto las relaciones (9) suponen que w varia
entre o i 7, luego, en la férmula (10), » debe quedar compren-

- P
dido entre o i—

Caso de m= —1.

Las férmulas (10) dan entdnces el desarrollo de Y ; esta fun-

cion es la derivada de ZX. En el desarrollo de LX), la serie de
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los médulos es estrictamente diverjente cuando la variable X
es representada por un punto del circulo de converjencia; luego,
segun la teoria jeneral, la serie de los mddulos del desarrollo

1 L .
de—f debe ser diverjente para los mismos valores de X.

De ahi se deduce que, en este caso, las series €' 1 .S’ deben
estar indeterminadas.

Las férmulas (9) dan

7=12 COS——
2
- W
=
2
I las férmulas (10)
I
— -=1—00S w+COoS 20—COS 3w+ ...
w
sen—-
2
—————=SE€N @w—S5€Nn 2 w+Sen 3 ...
w
2 CO8—-
2

O bien, si se cambia o en 7 —w.

’

=14COS Ww-+Cos2w-+...

2
N S W
(11) { cos e .
R = sen w4 sen 2w+ ...
i 2sen—
\ 2

Estas férmulas no son exactas; las series que figuran en los
segundos miembros han sido estudiadas en el capitulo VI, i sc
ha demostrado que su suma es finita pero indeterminada; los
primeros miembros de las férmulas (1) representan cada uno
el término medio de los l{mites entre los cuales oscila la suma
de la serie correspondiente del segundo miembro. Hai por con-
siguiente concordancia entre la teorfa jeneral i la aplicacion
anterior.

ALBERTO OBRECHT

( Continuard)



