MECANICA RACIONAL
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PRIMERA PARTE

DEL PUNTO MATERIATL

CAPITULO PRIMERO

PRINCIPIOS I DEFINICIONES DE LA MECANICA

La teorfa del movimiento de los cuerpos descansa sobre al-
gunos principios sencillos, deducidos de la observacion. Estos
principios nos parecen hoi dia casi evidentes porque estamos
familiarizados con ellos; sin embargo, largos siglos han pasado
sin que nadie hubiera pensado en ellos, i solo hombres de je-
nio, como Galileo, Kepler i Newton, han sabido despejarlos en-
tre los fenémenos tan complejos del movimiento.

Estos principios no se pueden demostrar directamente por la
esperiencia; se averigua solo que sus consecuencias racionales
estan siempre de acuerdo con la observacion, i una de las prue-~
bas mas concluyentes de su exactitud es la concordancia rigu-
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rosa de los movimientos de los cuerpos celestes con las leyes
deducidas de la mecanica.

PRINCIPIO DE LA INERCIA. (Kepler)

Cuando un cuerpo se mucve libremente en el espacio, se ob-

serva, desde luego, un movimiento de comyunfo que tiene una
forma jeométrica bien neta i, al mismo tiempo, una especie de
rotacion, mas o ménos compleja, del cuerpo sobre si mismo;,
sin embargo, este dltimo movimiento, cualquiera que sea su
complicacion, no parece influir en nada sobre el movimiento
de conjunto.

Esto se observa indistintamente en los cuerpos wivos o wuer-
0s.

En la superficie de la tierra, ningun cuerpo puede moverse
libremente sin estar sometido a la accion de la pesantez. Para
eliminar esta accion se puede, a la verdad, obligar el cuerpo a
moverse sobre un plano horizontal, como una bola de billar, por
ejemplo; pero el roce inevitable del cuerpo con el plano altera
el movimiento de aquel cuerpo hasta destruirlo completamente
Es una nueva accion sustituida a la primera. Sin embargo, esta
nueva accion puede modificarse, i se observa que, miéntras
mas disminuye el roce, mas tiempo tambien conserva el cuerpo
un movimiento de conjunto recto i uniforme.

Esto permite inducir que, en el limite, cuando ninguna accion
esterior obra sobre un cuerpo mdévil, éste conserva indefinida~
mente un movimiento de conjunio recto i uniforme.

Ia consideracion de acciones esteriores se impone desde un
principio, pues se observa constantemente que los cuerpos vi-
vos,-abandonados libremente en el espacio, no pueden, por sf
mismo, influir sobre su movimiento de conjunto, a pesar de las
acciones musculares que pueden desarrollar; éstas se llaman en-
toénces acciones tnteriores.

El movimiento de conjunto se podrd estudiar, sin tomar en
cuenta las dimensiones del cuerpo, si estas dimensionés son in-
finitamente pequefias respecto al cambio de lugar dcl cuerpo
en el espacio. Se concibe asi la necesidad de considerar, en pri-
mer lugar, cuerpos mdviles cuyas dimensiones son infinitamente
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peguesias vespecio a su cambio de higar en el espacio; éstos se lla-
man puntos materiales.

Para formarse una idea clara de lo que es un punto material
se puede suponer que un observador mira un caerpo cualguiera
desde una distancia que aumenta indefinidamente. El cuerpo
toma entdnces, para el observador, el aspecto de un punto ma-
terial. El limite hdcia el cual tiende la forma del cuerpo, cuan-
do la distancia del observador tiende hécia el infinito es un
punto jeométrico perfectamente determinado; lo llamaremos el
centro del punio material.

Las estrellas, por ejemplo, nos dan la impresion de verdade-
YOS puntos materiales.

Segun estas esplicaciones, el movimiento de conjunto de un
punto material sera el de su centro, es decir, el movimiento de
un punto jeométrico bien definido, i el principio de la inercia
se debe enunciar de la manera siguiente:

Cuando un punto matcrial mdvil es abandonado a si misino, sin
que ningnna accion esterior obre sobre ¢1, su CENTRO conserva in-
definidamente un movimiento recto i untforme; 7, por consiguiente,
cuando un punto material esid en el reposo, su centro queda inde-
Jintdameute inmdvil, st ninguna accion esterior obva sobre el punto.

Es importante observar que el principio de la inercia se re-
fiere solo al estado de movimiento o de reposo del cenzro de un
punto material i no al movimiento del punto al rededor de su
centro. Este principio no se opone a que un punto material, en
el reposo absoluto, tome espontdncamente un movimiento de
rotacion al rededor de su centro inmévil sin que intervengan
acciones esteriores. Se demostrara, efectivamente, mas adelante,
que este movimiento espontdneo de rotacion es posible cuando
€l punto material es vivo.

Para abreviar el lenguaje i conformarnos al uso, diremos sim-
plemente en lo sucesivo: mwovimiento de un punto material en
lugar de movimiento del centro de un punto material.

DE LA IMPULSION

Se lama Zmpuision la causa que modifica el movimiento de
un cuerpo 0 que pone en movimiento un cuerpo en reposo: una
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piedra lanzada con la mano recibe de la mano una impulsion;
un cuerpo, chocado por otro, recibe de este tltimo una impul-
sion; una impulsion es la que da su velocidad inicial al pro-
yectil de una arma de fuego; por fin, es la impulsion continua
de la pesantez la que hace caer los cuerpos a la superficie de la
tierra.

La impulsion no es un fenémeno instantdneo: obra constan-
temente en el caso de la pesantez; durante un tiempo limitado,
en el caso de la mano que lanza una piedra; en fin, durante un
tiempo mui pequefio, en caso de un choque o de una esplosion.
Cualquiera que sea su duracion, se debe léjicamente admitir
que la impulsion es una funcion continua del tiempo como los
demas fenémenos naturales.

Cuando se trata de un punto material, se puede decir que la
impulsion da cierta weloczdad a un punto en reposo o bien mo-
difica la velocidad de un punto en movimiento. En efecto, con-
sideremos ei caso jeneral de un punto en movimiento: siempre
que ninguna accion esterior obra sobre el punto, este se mueve
en linea recta con una velocidad constante; si el punto recibe
una impulsion, la direccion i la velocidad del movimiento cam-
biaran, pero, en el momento mismo en que la impulsion cesa
de obrar sobre el punto, este vuelve inmediatamente a moverse
en linea recta con una velocidad constante. De tal manera que,
si se compara el estado dindmico del punto, édntes i despues de
haber recibido la impulsion, la tnica diferencia consiste en una
modificacion de la velocidad.

DEFINICION DE LA VELOCIDAD

Cuando el movimiento de un punto es uniforme, el camino
recorrido es siempre proporcional al tiempo correspondiente, i
la velocidad es, por definicion, e/ camino recorvido duranie la
unidad de tiempo. Se ve facilmente que la velocidad es tambien
igual, en este caso, a la razon constante entre el camino reco-
rrido i el tiempo correspondiente. -

Esta definicion no se puede aplicar a un movimiento cual-
quiera, pues, el camino recorrido en la unidad de tiempo varia
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constantemente, i la razon entre el camino recorrido i el tiempo
correspondiente es tambien variable.

Sea AB (fig. 1) la curva descrita por el punto mévil; M i
M’ sus posiciones en los momentos ¢ i 2-4+d2 La curva A5 se
Hama frayectoria del punto i los
caminos recorridos se cuentan,
sobre la trayectoria, desde cierto
punto fijo i arbitrario O. Sean Fig.1
sis+As losarcos OM i OM,
como el movimiento del punto
es continuo, el arco s es una fun-
cion continua de 7 i, cuando ¢
tiende hécia cero, A s tiende tam-
bien hdcia cero, Si el movimien-

to del punto estuviera uniforme,
As
dt
te su velocidad; en el caso jene-
ral, esta razon debe tender hdcia
un limite perfectamente determinado, cuando 4¢ tiende hacia
céro; este limite se toma entdnces como definicion de la velo-
cidad en el momento 2

Sea, pues, v la velocidad del punto mévil en el momento #
se tiene, por definicion:

a razon mediria precisamen-

= lim, 25
v=in- oy

O bien, segun las notaciones del cdlculo infinitesimal,

ds

7):3;?

En esta Gltima férmula, &s no es rigorosamente igual al ca-
mino A s descrito durante el tiempo 4%, pero difiere de éste solo
de una cantidad infinitamente pequefia de 6rden superior a 47

Sea M7 la tanjentea la trayectoria en el punto M i M P =ds,
se puede reemplazar el camino /M’ que describe efectivamente
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el punto moévil durante el tiempo 4% por el camino M P que
describiria otro mdvil, animado de un movimiento recto i uni-
forme de velocidad .

El movimiento de este segundo mévil durante el tiempo o7,
es lo que se llama el movimiento elemental del primero en el
instante £ '

La velocidad de cada movimiento elemental tiene una mag-
nitud, una direccion i un sentido determinados; del mismo moda,
la velocidad de un punto sobre su trayectoria es definida, a
cada instante, en magnitud, direccion i sentido, i es la velocidad-
del movimiento elemental correspondiente.

Segun esto, la velocidad de un punte se puede representar
pOr un vector.

IMPULSION ELEMENTAL 1 FUERZA

Seca 7 la cantidad de impulsion recibida por un punto mate-
rial a cierto momento Z; a otro momento #-44%, la cantidad de
impulsion recibida serd /4 A 7. Como la impulsion es una fun-
cion continua‘del tiempo, A 7 debe tender hécia cero cuando 42

7 . -
77 debe tender hdcia unlimite per-

fectamente determinado; este limite se llama fuerza. Asila
Juerza es a la impulsion lo que la wvelocidad es al camino reco-

tiende hdcia cero, i la razon

7rido.
Sea F la fuerza que obra sobre un punto material, en el mo-
mento Z; se tiene por definicion

. AT 4T

La cantidad de impulsion &1 se llama impulsion elemental;
no es igual a la cantidad efectiva de impulsion A 7 que obra
durante el tiempo 47, pero difiere de ésta solo de una cantidad
infinitamente pequefia de orden superior a @¢; se puede, pues
sustituir una a otra, lo que equivale a considerar la fuerza &
coino constante durante el tiempo &7,

Reciprocamente, un punto material mévil, sometido a un
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momento dado, a una fucrza 7, recibe, durante el tiempo &7, una
impulsion 7 dt.

Cuando la impul.ion obra sobre un punto material en el re-
poso, el movimiento inicial del punto tiene una direccion i un
sentido determinados. Esta direccion I este sentido, son, por
definicion, la dircccion i el sentido de la impulsion elemental
inicial.

Una impulsion cualquiera puede ser considerada como la su-
cesion de una infinidad de impulsiones elementales; cada una
de éstas tiene tambien unadireccion i un sentido determinados:
son los del movimiento inicial de un punto que estuviera so-
metido, en el reposo, a la impulsion considerada.

La fuerza tiene, entdnces, la direccion i el sentido de la im-
pulsion elemental correspondiente.

En resimen, la impulsion elemental i la fuerza son definidos,
a cada instarte, en magnitud, direccion i sentido, I pueden re-
presentarse por vectores de misma direccion i de mismo sentido.

COMPOSICION DE LAS VELOCIDADES SIMULTANEAS

Para definir el movimiento de un punto en el espacio, se de-
ben referir sus posiciones sucesivas a cierto sistema de compa-
racton. Si este es invariable de forma i de posicion, el movi-
miento asi referido se llama movimicnto absoluto. Si el sistema
de comparacion es mévil, el movimicnto del punto, respecto a
éste sistema mdvil, se llama movimiento relativo, 1 €l movi-
miento del sistema de comparacion es el movimiento de arrastre.

El movimiento de arrastre mas sencillo es el de trasiacion,
en este, todos los puntos del sistema tienen, a cada instante, la
misma velocidad o, mas biea dicho, el mismo movimizento ele-
mental, de tal manera que basta conocer el movimiento de uno
de los puntos del sistema para conocer el movimiento de todos
los demas. k

Consideremos, en primer lugar, el caso mas sencillo: un punto
es animado de un movimiento relativo recto i uniforme, respecto
a un sistema de comparacion animado tambien de un movi-
miento dc traslacion recto i uniforme; se trata de detcrminar

el movimiento absoluto del punto en el espacio.
TOMO XCIII 56
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Sean (fig. 2): O la posicion del punto mévil a cierto mo-
mento inicial; 04 el vector que representa la velocidad relativa
del punto, i O35 otro vector que
representa la velocidad del mo-
vimiento de arrastre,

Referimos la posicion del
punto mévil al sistema formado
por las rectas indefinidas OX,
O, prolongaciones de 04 i
OB.

punto mévil describe la recta
OX con una velocidad cons-

tante igual a 04, luego, des-
pues de un tiempo ¢, llega en

cierto punto 2 tal que

OP=04Ax¢

A medida que el punto mévil se mueve sobre OX), esta recta
se traslada paralelamente a s{ misma con una velocidad cons-
tante igual a OB; luego, despues del tiempo ¢ habrd venido en
QX'; de tal manera que

00=0Bxt

La posicion absoluta del punto mévil serd, por consiguiente,
el punto 4 de la recta QX7, tal que

OM=0P -

Sean z e y las coordenadas del punto M/ respecto a los dos
ejes fijos OX i OV se tiene;

x=0P=0AX¢?
y=00=0Bx%t .

En su movimiento relativo el
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Luego

Je
RNEY

|

Por consiguiente, el punto M, en su movimiento absoluto, se
mueve sobre la recta O}, diagonal del paralelégramo construi-
do sobre OA4 1 OB; determinemos ahora la naturaleza de este
movimiento absoluto; la figura 2 da inmediatamente

oM 0P _

oc~oa~!
Luego

OM=0Cxt¢

La lonjitud OC es constante e igual a la lonjitud de la dia-
gonal del paralelégramo construido sobre 04 i1 OB, ila {6r-
mula obtenida demuestra que el punto /7 tiene un movimiento
uniforme cuya velocidad es precisamente OC.

En restimen, el movimiento absoluto del punto considerado
es recto i uniforme i su velocidad es la resultante jeométrica de
las velocidades de los movimientos relativo i de arrastre.

Consideremos ahora el caso de un ntmero cualquiera de sis-
temas de comparacion, animados, unos respecto a otros, de
traslaciones rectas i uniformes. Sea A7 el punto mdvil, v, su ve-
locidad relativa respecto a un primer sistema de comparacion
S.; v, la velocidad relativa de la traslacion del sistema .S, res-
pecto a otro sistema S,; v, la velocidad relativa de la traslacion
del sistema S, respecto a otro sistema S,, i asf en seguida; v,
la velocidad relativa de la traslacion del sistema S, respecto
al sistema S,; en fin 7, la velocidad absoluta de la traslacion
de S, 1 V la velocidad absoluta de! punto 47 en el espacio.

Sea (fig 3) OXYZ un sistema de comparacion fijo en el
espacio; respecto a este sistema el punto A7, considerado como
ligado al sistema S, tiene una velocidad absoluta #,; el mismo
punto M, considerado como ligado al sistema S, tiene una
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velocidad relativa o, respecto al sistema S, luego, si se adop-
ta la notacion usual de las sumas jeométricas, la velocidad ab-

/y

s + V2 =Vn+Vn1t Vs

soluta dei punto M,
considerado como li-
gado al sistema S, ,,
es

V=047,

La velocidad 2/ es
tambien la veloci-
dad absoluta detras-
lacion del sistema
Spre Siguiendo el
mismo raciocinio se
ve que la velocidad
absoluta del punto
M, considerado co-
mo ligado al sistema

Dpa €S

Finalmente, la velocidad absoluta del punto 47 considerado

como ligado al sistema S, es

Vat Vot Tant oot 03 +0s

[, como el punto 47 tiene por hipdtesis,

una velocidad rela-

tiva 7, respecto a S, su velocidad absoluta en el espacio serd

7:;0.“'—:’:'*_1}_2»" veew +7}—t:x+17!:

Supongamos que en un momento dado, todos los sistemas
de comparacion S,, S,....5S, esten confundidos con el sistema
OXYZ; respecto a este tltimo sistema el punto A/ parecerd
animado de los #+1 velocidades stmultlineas vy, v, ....v,; se-
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gun la férmula obtenida, su velocidad resultante ¢s la resultante
Feométrica de las velocidades simultdneas componentes.

~ Este resultado es jeneral i se aplica lo mismo, cuando los sis-
temas de comparacion son animados de movimientos cuales-
quizra; en efecto, en un momento #i durante el tiempo 42, el
movimiento mas jeneral de un punto puede ser reemplazado
por su movimiento elemental recto i uniforme. Por otra parte,
cualquiera que sea el movimiento de arrastre de un sistema de
comparacion, el punto ligado invariablemente a este sistema
tendrd cierto movimicnto 1 éste, durante el tiempo &%, puede
considerarse tambien como recto i uniforme.

Llegamos, pues, a este teorema jeneral:

Un punto mévil, animado de un niniero cualguiera de weloci-
dades stmultdneas, se mueve, a cada instante, con una velocidad
fpual a la vesultante jeométrica de las primeras.

Reciprocamente: un punto, animado de cierta velocidad, podrd
siempre considerarse como animado de un nitmero cualquiera de
velocidades simultdneas con la condicion que éstas #ltimas tengan
por resultante jeomdivica, la velocided dada.

En el caso sencillo de un solo sistema de comparacion mdévil
se podré decir tambien: la velocidad del moviniiento absoluto de
un punio movil es, a cada instante, la rvesultante jeoméirica de su
velocidad relativa i de su velocidad de arrastre, i por consiguiente
tambien: Ja velocidad relativa de un punto mdvil es la resultante
Jeoméirica de su velocidad absoluta i de una wvelocidad igual i de
sentido contrario a su velocidad de arrastre.

Se debe tener siempre presente que la velocidad de arrastre
de un punto es la velocidad del punto, ligado invariablemente
al sistema de comparacion i en coincidencia, en el momento ¢
con el punto movil considerade. ‘

PRINCIPIO DE LA INDEPENDENCIA DEL MOVIMIENTO INICIAL
DE UN PUNTO MATERIAL I DE LAS ACCIONES SIMULTANEAS
DE UN NUMERO CUALQUIERA DE IMPULSIONES. (Galileo.)

Se observa siempre que, sobre un buque animado de una
traslacion recta i uniforme, los movimientos de los cuerpos i
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las acciones de las impulsiones sobre ellos, son exactamente
los mismos que los que se observan en tierra firme.

Se puede por consiguiente admitir, como un principio dedu-
cido de la esperiencia, que las acciones de las impuisiones
sobre los puntos materiales son las mismas, cuando los puntos
ilas impulsiones son referidos a un sistema de comparacion
fijo en el espacio, o a un sistema de comparacion animado de
una traslacion recta i uniforme.

Para comprender claramente este principio, se debe conside-
rar la impulsion como enjendrada por cierto cuerpo activo, en
contacto con el punto material i mévil con este punto.

Sea un punto material animado, en el momento #, de una ve-
locidad # i &7 la impulsion que recibe durante el tiempo 2.
Consideremos un sistema de comparacion animado, en el mo-
mento Z, de una traslacion recta i uniforme de velocidad v, res-
pecto a este sistema, el punto i el cuerpo activo que obra sobre
él, estan en reposo relativo en el momento #; sea dw la veloci-
dad relativa que la impulsion &7 imprime al punto, esta veloci-
dad dw, segun el principio admitido, es la misma que la que
hubiera adquirido el punto si este i el cuerpo activo hubieran
estado en reposo absoluto, en el momento 2 Asi el punto ma-
terial serd animado en el momento #+4% de una velocidad v
de arrastre i de una velocidad relativa daw; su velocidad ¢/ en
el espacio serd, por consiguiente

Y =v+dw

Si una nueva impulsion viene a obrar, en seguida, sobre el
punto material, la nueva velocidad que tomard el punto serd la
resultante de o' i de la velocidad infinitamente pequefia que la
segunda impulsion hubiera dado al punto en el reposo, i asi en
seguida,

Sean ahora d/,, d7,,....dI,, » impulsiones elementales
que cobran simultdneamente sobre un punto material, animado
de una velocidad v i dv,, dv, .. ..dv, , las velocidades infinita-
mente pequefias que cada una de ellas, le hubiera dado, si
obrara sola sobre el punto al reposo; se admite, como principio,
que cada una de las # impulsiones simultdneas obra sobre el
punto material como si estuviera sola. Segun esto, el punto es-
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tard animado, en el momento z+4 47, de z+ 1 velocidades simul-
tdneas; su velocidad resultaute o/ serd por consiguiente

=t do, S dvg ... o

Las n velocidades simultdneas infinitamente pequefias pue-’
den reemplazarse por una velocidad resultante dw tal que

aw=dv, +dv,+....+dv,

Sea 47 la impulsion elemental que hubiera dado al punto
considerado una velocidad 4w, se dice que &7 es la impulsion
resultante de d7,, d7, .. ..d/,.

MEDIDA DE LA IMPULSION ELEMENTAL

Se dice que dos impulsiones elementales son iguales cuando
dan separadamente a un mismo punto material una misma ve-
locidad i que la reunion de z impulsiones elementales, iguales
en magmtud direccion i sentido, e simultineas equxvale a una
impulsion Unica » veces mas grande.

1.* PROPOSICION. Las émpulsiones elementales son entre st
como las velocidades que ellas imprimen separadamente a un mismo
punio material.

En efecto, sea &/ una impulsion elemental que imprime a un
punto material una velocidad dv, » impulsiones simultdneas
iguales a &7 dardn, al mismo punto, una velocidad que serd la
resultante jeométrica de z velocidades simultdneas iguales en
magnitud, direccion i sentido a dv, es decir una velocidad 7 Zv.
Por otra parte, las # impulsiones simultdneas iguales a &7 equi-
valen a una impulsion 'z d/; luego la impulsion elemental 2 d7
da, al punto, una velocidad »dv. Lo que demuestra la proposi-
cion.

Definicion de la masa

Una misma impulsion da jeneralmente velocidades diferen-
tes a puntos materiales diferentes; esto proviene de que estos
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puntos pueden contener cantidades distintas de materia i que
esta materia puede ser tambien diversa en unos i otros. De
aqui la necesidad de considerar un elemento que caracteriza
cada punto; este elemento se llama masa.

Se dice que dos puntos tienen Ja misma masa cuando una
" misma impulsion elemental da, a cada uno, la misma velocidad
i que la reunion de » puntos materiales de la misma masa equi-
vale a un punto material de masa # veces mas grande.

23 PROPOSICION. Cwando dos punios materiales, sometidos
cada urno a una impulsion elemental, toman la misma velocrdad,
las fmpulsiones son entre st como las masas de los tunlos.

Consideremos, en efecto, #z puntos materiales, de la misma
masa , en el reposo i sometamos, en el mismo momento, cada
uno de estos puntos a una impulsion elemcental #7, la misma
para todos en magnitud, direccion i sentido; los 7 puntos toma-
ran todos el mismo movimiento i se moverdn como un punto
inico de masa 7 2. )

El conjunto de las » impulsiones equivale a una impulsion
# veces mas grande; luego el punto de masa 7 #, sometido a la
impulsion 2 & /, toma la misma velocidad que un punto de masa
nz sometido a la impulsion 4/. Lo que demuestra la proposi-
cion.

Cantidad de movimiento

Cuando un punto de masa # tiene una velocidad z, se dice
que su cantidad de movimicnto es el producto 2z . Esta can-
tidad de movimiento se representa, como la velecidad, por me-
dio de un vector, de lonjitud 72 o i misma direccion i sentido
que .

3.2 PROPOSICION. La fmpulsion elemental tiene pov medida
la cantidad de movimiento que ella imprime a un punto material
en el veposo.

Sea, en efecto, 4/ una impulsion que obra sobre un punto
material de masa sz i le da una velocidad dv; 7' otra impul-
pulsion que obra sobre otro punto, de masa 72’ i le da una velo-
cidad dv'; en fin & 7" una tercera impulsion que, obrando sobre
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el punto de masa , le da una velocidad 4v’. De las dos pro-
posiciones anteriores, se deduce

i1 _d
41" T dv’
ar_m
alr !

Luego, si sc multiplican, miembro a miembro, estas dos igual-
dades:
dI mdv
a7~ m'do”

Para medir una cantidad cualquiera se debe definir la uni-
dad correspondiente; adoptaremos, como wunidad de inpulsion,
la que da, a la unidad de masa, la unidad de velocidad. Segun
esto, si, en la {6rmula precedente, se supone m'=1,dv =1, se
deberd hacer tambien & /"= 1; quedara, por consiguiente,

d I=mdv

El producto mdv es precisamente la cantidad de movimiento
infinitamente pequefia que la impulsion &7 imprime al punto
material de masa m, primitivamente en reposn. La proposicion
estd, por consiguiente, demostrada. '

4.3 PROPOSICION. Cuando un punto material en moviniento
tiene una cantidad de movimiento m v 1 vecibe una tmpulsion ele-
mental d I, la cantidad de movimiento resultante, despues de la
impulsion, es la resultanie jeométrica de m v i ded I.

Sea, en efecto, dew la velocidad que la impulsion & 7 impri-
miria al punto si este cstuviese en reposo i ¢/ la \eloc1dad re-
suitante despues de la impulsion; se tiene

luego tambien

mv =mv -+ wedw
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Esta segunda relacion se puede deducir de la primera, por-
que las velocidades tienen la misma direccion i el mismo sen-
tido que las cantidades de movimiento correspondientes.

Ahora mdw es precisamente la medida de & 7, luego

12z-7/zﬂ21+d-7'
Lo que demuestra la proposicion.

5.2 PROPOSICION. Un wmilmero cualguiera de tmpulsiones ele-
mentales que obran simultdneamente sobre un punio material,
pueden veemplazarse por una impulsion tinica, rvesultante jeowié-
trica de las primeras.

Sean, en efecto, d/,, d 1,,.... d71,, las » impulsiones simul-
tdneas; dv,; dv,,. ... dv ., las velocidades que, cada una, impri-
miria separadamente al punto material en el reposo; dw la re-
sultante de las 7 velocidades i 47 la impulsion capaz de dar, al
mismo punto, en reposo, la velocidad dw,; 47 es la resultante
buscada.

Se tiene ahora
GGt ot b
Sea 2 la masa del punto, se tendrd tambien
mdw=mdv, +mdv,+ ... +mdv,.

Cada término de esta relacion es precisamente la medida de
la impulsion correspondiente; se tiene, por consiguiente,

di=dl, +d1,+....+d1,

Lo que demuestra la proposicion.

De ahi se deduce un teorema andlogo para las fuerzas; estas
tienen, en efecto, la misma direccion i el mismo sentido que las
impulsiones elementales cerrespondientes i su magnitud es igual
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al cociente de la impulsion elemental por el elemento corres-
pondiente del tiempo; se deduce de la relacion precedente

Luego tambien
F=F +F,+....+F, .

Ast, un nilmero cualguiera de juersas simultdneas que obran
sobre un mismo punto material, pueden reemplazarse por una
Suerza tunica, resultante jeométrica de las primeras.

Reciprocamente, una impulsion &7 o una fuerza # podran
ser reemplazadas por un nimero cualquiera de impulsiones o
de fuerzas simultdneas, con la condicion que estas fltimas ten-
gan por resultante jeométrica &/ o F.

PRINCIPIO DE LA IGUALDAD DE LA ACCION
I DE LA REACCION. (Newton)

Cuando se lanza una piedra con la mane, se siente, durante
el contacto, una reaccion de la piedra contra la mano i esta
reaccion es tanto mas grande cuanto mas grande es la impul-
sion dada por la mano; se admite que esta reaccion es igual a
la accion,

Para dar una forma mas precisa al enunciado de este princi-
pio, se considera el caso de un punto material que recibe una
impulsion elemental; esta impulsion emana de cierto cuerpo
activo i puede representarse, como lo hemos esplicado mas
arriba, por un vector, cuyo punto de aplicacion es el punto ma-
terial. Se llama /inea de accion del vector la recta indefinida so-
bre la cual estd situado este vector.

El principio de Newtor se espresa entonces de la manera si-
guiente: cuando un punto maierial recibe de otro cuerpo una im-
pulsion elemental, este punto reacciona contra el cuerpo 7 le impri-
me una inpulsion elemental fgual, situada sobre ld misma linea
de accion 1 de sentido contrario a la que ka recibido.
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CAPITULO 11

DEL MOVIMIENTO RECTO DE LOS PUNTOS MATERIALES
APLICACION AL MOVIMIENTO VERTICAL DE LOS CUERPOS PESADOS
UNIDADES FUNDAMENTALES DE LA MECANICA

TEOREMA.—Para gque el movimiento de un punto material,
sometido a una fuervsa, sea recto, es nécesario que la fuevza lenga
stempre la misma diveccion que la velocidad del punto.

Sean, en efecto, 7 la masa del punto material; 7 la fuerza;
v 1 v+ dv las velocidades del punto en los momentos 71 #+ d%;
estas velocidades tienen, por hipdtesis, la misma direccion: la de
la recta sobre la cual se mueve el punto.

En el momento ¢, el punto material, sometido a la fuerza £,
recibe una impulsion elemental Fds, de misma direccion que
F; esta impulsion imprime al punto una velocidad infinitamente
pequefia dw, de misma direccion tambien que 7, i tal que,

mdw=Fdt

En fin, la velocidad v +4dv, en el momento #+47, es la resul-
tante jeométrica de v i de dw. Como v i v+ dv tienen la misma
direccion, 4w debe tener tambien la misma direccion iser igual
a dv, luego la fuerza F tiene la misma direccion que la trayecto-
ria del punto; ademas se tiene

mdy=21F dt

Reciprocamente; si la fuersa que obra sobre un punio material
tiene stempre lo misma direccion que la velocidad del punto, éste
se meve en linea vecta.

En efecto, a un momento cualquiera 7, el punto material re-
cibe una impulsion elemental 7@z de misma direccion que la
velocidad ; la velocidad resultante en el momento 7+ 47, tiene,
por consiguiente, la misma direccion que v. En restimen, la ve-

e
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locidad del punto conserva siempre la misma direccion i su tra-
yectoria es, por consiguiente, recta.

En jeneral, para determinar el movimiento de un punto ma-
terial, sometido a la accion de una fuerza, se debe conocer, a
cierto momento inicial, la posicion i la velocidad del punto. En
el caso de una fuerza, de direccion constante, el movimiento del
punto serd recto si su velocidad inicial tiene la misma direccion
que la fuerza. Es una consecuencia del teorema anterior. El
movimiento serd tambien recto si la velocidad inicial es igual a
cero, pues, en este caso, el movimiento inicial del punto tiene,
por definicion, la direccion de la fuerza; luego, la velocidad ini-
cial nula equivale a una velocidad mﬁmtamente pequena de la
misma direccion que la fuerza,

DE LA ACELERACION EN EL MOVIMIENTO RECTO

Cuando un punto material es sometido a una fuerza, su velo-
cidad varia con el tiempo; sean ¢ 1 z+ Av las velocidades en los
momentos ¢£1 ¢+ d¢; cuando 47 tiende hdcia cero, Az tiende

. , . . Ay, . ;.
tambien hacia cero i la razon I hac:a un limite perfectamente
(i
determinado; este limite se llama aceleracion; sea, pues, y la
aceleracion; se tiene

. Av  dv

La variacion de velocidad &z puede reemplazar Av, lo que
equivale a decir que, durante el tiempo 47, se puede considerar
la variacion de velocidad como proporcional al tiempo o la ace-
leracion como constante.

Si la aceleracion y queda siempre constante, se tiene

= 77const.

En este caso, la velocidad varia uniformemente con el
tiempo; se dice que el movimiento del punto es wniforme-
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menite vartade. La aceleracion vy representa enténces la variacion
constante de la velocidad durante la unidad de tiempo.

En el caso jeneral, el movimiento del punto puede ser consi-
derado, a cada momento #, como uniformemente variado du-
rante el intervalo de tiempo &%, la aceleracion de este mo-
vimiento infinitamente pequefio representa entdénces la acele-
racion del punto en el momento £

MEDIDA DE LA FUERZA

Se ha obtenido mas arriba la férmula

mdv=Fdt
Luego
dv -
F= ?IZ-‘?; =my

Esta relacion permite evaluar la fuerza # cuando se conoce
la aceleracion y del movimiento ‘de un punto material de masa
m, o inversamente, calcular la aceleracion cuando se conoce la
fuerza.

Se ve que la medida de la fuerza que imprime a un punto
material de masa 2, una aceleracion y es igual al produc-
to m .

Esta medida es una consecuencia de la que se ha obtenido
para la impulsion; en efecto, sea &7 la impulsion elemental que
obra sobre el punto en el momento ¢
se tiene

dI=mdv
luego

I =mv4 Const.

i, por consiguiente,
fdv

F:—d—t =M=y

es la misma formula que la anterior,
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Como la velocidad infinitamente pequefia dv tiene la misma
direccion i el mismo sentido que la impulsion Fd¢ la acele-

. dv . L. . . . . . .
racion — tiene tambien la misma direccion i el mismo sentido
&

it
que la fuerza 7.
Cuando la masa es igual a la unidad, se tiene

F=vy

luego, se puede decir, que la acelevacion tiene la wiisma wmedida
2 3

que la fuerza, cuando la masa del punto material es igual a la

unidad,

DEL MOVIMIENTO RECTO UNIFORMEMENTE VARIADO

En este movimiento la aceleracion es constante; sea y su
valor. Sean tambien, en el momento #, v la velocidad del punto
mévil 1 A su distancia a cierto punto fijo i arbitrario de la tra-
yectoria; en fin vo i 50 las cantidades andlogas a 71 5 que sere-
fieren al orijen del tiempo

Se tiene en primer lugar

dv__
dt =7
luege
'U=‘7}c+‘yf

P igual a 25, |
or ofra parte, v es igual a 7 ‘uego

ds
“%‘Z‘Z}o‘l")/ Z
(1) S=So+ v, E43y 2®

Se adopta jeneralmente, para las distancias s, cierto sentido
arbitrario como sentido positivo; por otra parte, los sentidos de
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7o 1 y son conocidos de antemano, luego los signos de estas dos
cantidades son determinados una vez que se ha elejido el sen-
tido de los s positivos.

La ecuacion (1) se llama ecuacion del movimiento; luego, en
el caso del movimiento uniformemente variado, la ecuacion del
movimiento tiene la forma jeneral

(2) s=A+Ber+Ce?

A, BiC son tres constantes. Esta forma de la ecuacion del
movimiento es caracteristica del movimiento uniformemente
variado.

Se averigua en efecto con (2) que la velocidad varia propor-
cionalmente al tiempo, i que la aceleracion es constante; en
efecto:

as
?222,7':—8-\}-2 Ct

dv
Y=y C.

Caso particular—Supocgamos que, al orijen del tiempo, el
punto mévil esté en coincidencia con el punto fijo desde el cual
se cuentan las distancias s {so=0) i que su velocidad, en este
momento, sea nula (vo=0) se tendrd simplemente

u=y?Z

S =

g

y [2

Estas férmulas pueden aplicarse al movimiento infinitamente
pequefio que ‘una fuerza cualquiera # comunica a un punto de
masa 7z durante el tiempo infinitamente pequefio 47; se sabe,
en efecto, que, durante este tiempo, se puede considerar la fuer-
za F como constante en magnitud, direccion i sentido i que,
ademas, esta fuerza obra sobre el punto como si éste estuviera
en reposo; representemos enténces por Av i-As los valores de
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v i s que corresponden a un valor infinitamente pequefic ¢ del

”

. . F
tiempo, i reemplacemos y por ot tendremos
2

&w:i di

beed

As= %—Fdﬁ

A

La primera férmula muestra que Av es del mismo drden de
pequefiez que %, ademas se averigua que la cantidad de movi-
miento infinitamente pequefia mAw es precisamente igual a la
impulsion elemental Fd/; la segunda férmula muestra que As
es de segundo drden de pequeifiez respecto a a7 ‘por consiguien-
te se puede decir que un punto material al reposo, sometido a
una impulsion elemental, toma una velocidad infinitamente pe-
queila del mismo érden que la impulsion; pero no alcanza a
moverse durante el tiempo en que obra la impulsion.

APLICACION A LA PESANTEZ

La observacion muestra que los cuerpos, en su caida vertical,
en el vacio, tienen todos un movimiento de conjunto uniforme-
mente variado, cuya acelcracion constante es igual a g™ 8 por
segundo,

Este resultado se averigua, cualesquiera que sean la forma,
las dimensiones i la naturaleza del cuerpo considerado. Pode-
mos decir, por consiguiente: cuando un punto material pesado
se mueve verticalmente, su movimiento es uniformemente va-
riado 1 su velocidad varia uniformemente de 9™ 8 por segundo.
Esto es el resultado de la observacion.

La aceleracion de este movimiento se representa jencral-
mente con la letra g i se llama gravedad.

El valor de g pucde considerarse como constante en un
mismo puntu de la tierra {en todo caso sus variaciones son tan
pequefias- que no se pueden medir); miéntras tanto su valor

varia entre 9™ 78 hasta 9™,83, desde ¢l ecuador hasta el polo.
TOMO XCIlIX 57
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En jeneral, para calcular el valor de g en un lugar cualquiera
de la tierra, de latitud A, se ha obtenido la férmula

£=9",8061 —0™,0250 co5 2 A

Sea lo que fuera, se deduce de la observacion de la caida de
los cuerpos que, en un mismo lugar de la tierra, un punto ma-
terial, de masa s, es sometido 2 una fuerza constante, dirijida
desde arriba hdcia abajo, i cuya medida es mg.

Como g varia de un lugar a otro, la fuerza ¢ que hace caer
un mismo punto material hdcia la tierra, es diferente segun el
lugar en que se encuentra el punto. Es bien evidente, en efecto,
que la masa 7 no puede cambiar.

Esto nos esplica por qué se ha elejido de preferencia una
unidad de masa en vez de una unidad de fuerza; en efecto, la
unidad de masa serd la masa de cierto volimen definido de un
cuerpo definido; la masa del mismo volimen de este cuerpo
serd la misma en todos los puntos de la tierra; mientras tanto,
la fuerza que hard caer esta unidad de masa tendrd valores di-
ferentes segun el lugar de la tierra en que se encontrarg, puesto
gue su medida es precisamente igual, en este caso, a la grave-
dad g.

PROBLEMAS DIVERSOS

1. Un punto material cae desde cievta altura %, sin velocidad
inicial jcudl es la duracion de la caida 1 la velocidad del punto
cuando llega al fin de su carrera?

Las férmulas jenerales del movimiento del punto son, en este
caso

Estas permiten espresar v i £ en funcion de s, luego, cuando

e [
£

v=,/25%

s=£, se tiene



MECANICA RACIONAL 761

1. Un punto matcrial cae sin velocidad inicial jeudles son los
- caminos descritos en las unidades sucesivas del tiempo?

Reemplacemos, en el valor de s, el tiempo ¢ por z 1 #+41
segundos i sean s, $,4. l0s valores correspondientes de s se
tiene '

n=ien

Soti=%&(n+ 1)?
Luego

Sppr " Sq ’:%g(z ﬂ+I)

Asi los caminos recorridos sucesivamente, en cada unidad de
tiempo, son entre si como la sucesion de los niimeros impares.

111. Se lanza un punto material desde abajo hdcia arriba con
una velocidad inicial vo ja qué altura llegard k, el punto, i en
cudnito tiempo?

Las férmulas jenerales del movimiento son,en este caso
V=Uo—g?
S=So+ Vo t—3 g%

Cuando el punto llega a la parte superior de su carrera, su
velocidad es nula, luego el tiempo buscado de la subida satis-
face a la ecuacion

0=Uo—gt

Segun esto

La segunda ecuacion da en seguida, cuando se reemplaza #
por este valor

v 2
;’Z=S—-.§o= 2
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1V. Dos puntos materiales caen sin wvelocidad inicial, uno en
seguida de otro; la diferencia de los momentos de caida es muz -
pequedia ¢ igual a O soudl serd la distancia de los dos puntos
cuando el primero kaya caido de la altura /i? (Resal).

Sean s i s" los caminos recorridos por los dos puntos, des-
pues que el primero haya caido durante el tiempo # se tendra

=12
=g (-0
Luego
s—5=300(2¢—-6)

O, con suficiente aproximacion, puesto que 6 es mui pequefio,
por hipétesis:

s—5=g0¢

Sea ¢ la distancia de los dos puntos cuando el segundo prin-
cipia a caer; se tiene

€=%—g 6®

Si el momento ¢ es el de Ia llegada del primer puntoen la
parte inferior de su carrera, se tiene

h=3% gv*
De aqui se deduce
s—s=2 /¢
Supongamos, por ejemplo, £2=400™ ,¢=0™,000.001 se cbtiene

s—§ =0m04
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Se concibe asi porque, en las caidas de agua de gran altura,
se observa abajo, no un chorro de agua, sino una especie de ne-
blina, en medio de la cual se puede penetrar sin inconveniente.
En efecto, las moléculas de aguna, reunidas arriba se separan
unas de otras a medida que van cayendo.

V. Se deja caer una piedra en un pozo 7 se cuenta el tizmpo
que pasa entre el momento en gue se suella la piedra i el momento
en que se oye el yuido de su caida en el fondo del pozo; se quiere
saber cudl es la hondura Jdel pozo.

Sean x la hondura del pozo, 7 el tiempo observado, V la ve-
locidad uniforme del sonido, g la gravedad. El tiempo # es la
suma del tiempo 7,, empleado por la piedra para llegar al fondo

del pozo, i del tiempo ¢, empleado por el sonido para recorrer
la distancia x. Asi

Por otra parte

T uego

Esta ecuacion permite despejar la incégnita =.

Para el cédlculo préctico, se determina un dngulo auxiliar 9,
por medio de la ecuacion

1 se tiene

x=Vt e -g-
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Calculemos ahora el camino recorrido s; tendremos

297
X
s _ e -1
dat Y
4 +1
Luego, si s=0 cuando f=¢
E G
KK
K* ¢ + e
(s =
g 2

Si el tiempo 7z aumenta indefinidamente, la velocidad v tiende
hdcia K, luego, el movimiento tiende hécia la uniformidad.

2.2 MOVIMIENTO ASCENDENTE

La ecuacion del movimiento es entdnces

P
v

Mg

e
dt >

O bien

dv ” 72\
=1t x3)

1, por consiguiente,

dv
S =—gdt

I+

2
FAN

Sea 7o la velocidad inicial, la integracion da

& £t

Kvo cos Ve K sen e
= e

K cos l}é +w, sen —5‘%——
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Supongamos tambien que s es igual a cero en el momento
inicial; una segunda integracion da

"El mévil llegard a la parte superior de su carrera cuando
v=o; sea 7 el tiempo correspondiente, tendremos

Sca tambien 4 la altura del punto en este momento, se tendrd

N/ Vo? -+ 2
6 L
©) AR
PROBLEMA. Un punto wiaterial es lansado desde abajo hdcia
arriba con una velocidad inicial v, joudl es su velocidad v, cuando
vielve al punto de partida?

Calcularemos la relacion que liga v i s en el movimiento des-
cendente. Se deduce de (4) i (5) la relacion

2g
v? Xz
7= 1—e¢

Si se reemplaza, en el segundo miembro, s por el valor (6)
de /, el primer miembro dard v,, luego

=7 i__T[Z‘Eh
u/\/% + KT

Se ve que la velocidad ha disminuido.
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UNIDADES FUNDAMENTALES DE LA MECANICA

En la jeometria se demuestra que una sola #nidad fundamen-
tal, la de lonjitud, basta para medir las lonjitudes, las superfi-
cies i los volumenes.

Si L es la unidad de lonjitud, L* sera la de superficie 1 22 la
de volimen. Se dice que L2 1 L? son unidades derivadas de la
unidad fundamental Z i que las dimensiones de una lonjitud, de
una superficie i de un voldmen son respectivamente I, 2, 3, res-
pecto de la unidad fundamental Z.

En la mecdnica intervienen otras cantidades como el tiempo
ila masa que no tienen evidentemente ninguna relacion con
las lonjitudes; se consideran, entdnces, Zres unidades fundamen-
tales Zrreductitles: la de lonjitud Z, de tiempo 771 de masa M.

Todas las demas cantidades de la mecédnica se pueden medir
cuando se han definido las tres unidades fundamentales,

Asi, por ejemplo, una velocidad es el cociente de una lonji-
tud por un tiempo, luego si L i 7 son las unidades de lonjitud
i de tiempo, la unidad derivada de velocidad serd —%— o L7 se
dice que las dimensiones de una velocidad son 1 i —1 respecto
a las unidades de lonjitud i de tiempo.

Se puede asi formar el cuadro siguiente de las unidades de-
rivadas de las tres fundamentales i que se refieren a los diver-
versos elementos considerados hasta ahora:

Velocidad .... A S A
Cantidad de movimiento e impulsion. M L 7T—*
Aceleracion .e..oviiieenr i iiieiiins viiren LT
M T T2

FUEIZa. . ciierr i reneneeaaeanee ot

La consideracion de las dimensiones facilita la verificacion de
las férmulas; en efecto, una igualdad no puede existir sino entre
cantidades que se pueden medir con la misma unidad; luego,
para que una relacion sea exacta, se necesita que sus diversos
términos tengan las mismas dimensiones. Ademas se pueden
entrever ciertas relaciones entre diversas cantidades cuando sus

ek
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dimensiones son iguales; asf, por ejemplo, el producto de una
fuerza por una lonjitud tiene por dimensiones M L? T—21se
nota que esta espresion representa el producto de una masa por
el cuadrado de una velocidad. Veremos precisamente mas tarde
que existe una relacion mui importante entre estas dos canti-

dades.
UNIDAD DE LONJITUD

La unidad empleada jeneralmente en mecdnica es €l mefro i
sus multiplos o divisores decimales.

El metro es la lonjitud, a cero grado centigrado, de una regla
de platina, llamada meétre-etalon, construida en 1769 por la Co-
mision francesa des poids et mesures i colocada en el Conserva-
otre des Arts et Metiers de Paris. Esta lonjitud representa sen-
siblemente la cuarenta millonésima parte de un meridiano te-
rrestre.

UNIDAD DE MASA

Es la masa de un centimetro cibico de agua destilada a la
H A
d

a
< us

o]

gramo; por este motivo se llama esta unidad gramo-masa.
Existe en el Conservatoire des Arts ef Metiers de Paris un Ki-
logramme etalon cuya masa sirve practicamente de unidadique
equivale a 1,000 gramo-masa.

UNIDAD DE TIEMPO

La unidad adoptada es el segundo sexajesimal de tiempo
medio; esta unidad es contenida 60 veces en el minuto, 3,600
veces en la hora i 86,400 veces en el dia medic de veinticuatro
horas.

sisTeMA C. G. S.

Este sistema fué adoptado por el Congreso de los electricis-
tas, reunido en Paris en 1881, las unidades fundamentales son
el centimetro (C), el grame-masa (G) 1 el segundo sexajesimal
de tiempo medio (5).

En este sistema, la unidad de fuerza (dina) es la fuerza que
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da, a la unidad de masa, una aceleracion de 1°™ por segundo;
segun esto, la fuerza que hace caer la unidad de masa, en un
lugar cualquiera de la Tierra, contiene un ndmero de dinas igual
al namero de centimetros contenidos en la gravedad g, es decir,
g3o dinas.

A. OBRECHT
( Continnard)




