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PRIMERA PARTE

DEL PUNTO MATERIATL

CAPITULO III

MOVIMIENTO JENERAL DE LOS PUNTOS MATERIALES

Sean (fig. 4): AB la trayectoria de un punto material; # su
.posicion en el momento # 2 su masa; v su velocidad i 7 la
fuerza. (La fuerza F podria ser la resultante jeométrica de algu-
nas fuerzas que obren simultdneamente sobre el punto mévil)

Durante un intervalo de tiempo infinitamente pequcfio Zf se
puede siempre suponer que la fuerza / es constante en magni-
tud, direccion i sentido. Tracemos la tanjente #/7 a la trayec-
toria i tomemos sobre ella vna lonjitud MP=odt; MP esel
movimiento elemental del punto material en el momento # es
decir, es ¢l movimiento que tendria el punto mdvil si, en el ins-
tante 7 i durante el tiempo 7 no estuviera sometido a la
fuerza F.
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Referimos las posiciones del mévil, en el momento ¢, a un sis-

tema de comparacion animado de una traslacion recta i uni-

forme de velocidad v, res-

pecto a este sistemaien el

" momento ¢, el punto 4/ esta
en reposo relativo.

Fig. &

Sila fuerza # no existiera,
el punto M/ quedaria inde-
finidamente en reposo rela-
tivo, respecto al sistema de

a comparacion censiderado i,
en el momento #+ &%, su posi-
cion absoluta, en el espacio,
seriaprecisamente el punto 2

Ahora, segun el principio
de mecénica establecido mas
arriba, el efecto de la fuer-
za F sobre el punto material,
en reposo relativo, no depen-

<

de en nada de! movimiento
de traslacion recto i unifor-

me del sistema de compara-
cion; luego, respecto a este
sistema, el punto material se

moverd, durante el tiempo
4f como si, estando en re-
poso, cstuviera sometido a una fuerza constante /.
Hemos considerado este caso en el capitulo anterior i hemos
visto que si se llaman Aw la velocidad i As'el camino recorrido
despues del ticmpo &7, se tiene:

A?/:vi ar
m

1 K
As=—v —dr?
2 m
El camino As tiene la direccion de la fuerza F; sea, en la
figura 4, PM' = As; el punto M’ serd la posicion del punto mate-
rial en el momento ¢+ 4.
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No se debe olvidar que la espresion de As supone que se
han despreciado los infinitamente pequefios de érden superior
a dz?. v

La velocidad absoluta v+4dv del punto material en 37 serd
la resultante jeométrica de v i de Aw; i por consiguiente, tam-
bien la cantidad de movimiento m (v + v ) del punto material, en
el momento ¥+ &%, serd la resultante jeométrica de mv i de mAv,
o bien la resultante jeométrica de 7w i de la impulsion elemen-
tal Fdz.

Este Gltimo resultado ha sido ya establecido en el capitulo L.

Sea (fig. 4#) O un punto fijo i arbitrario; tracemos un vector
ON igual a la cantidad de movimiento #zv i, por el punto &V,
un vector VNV’ igual a la impulsion F#dZ; el vector OV, resul-
tante jeométrica de ON i NN/, representard la cantidad de
movimiento 7 (v + dv ) del punto material en el momento 2+ 4.

TRAYECTORIA I CURVA DE LAS, FUERZAS

Si, en los intervalos sucesivos e infinitamente préximos del
tiempo, se repiten las mismas construcciones, se obtienen final-
mente dos curvas: una, 4.5, esla frayectoria del punto material;
la otra, CD, esla curva de las fuerzas iel punto fijo O, es el
polo de esta curva. .

A cada punto M de la trayectoria 4 B corresponde un punto
NN de la curva de las fuerzas €D i, a medida que A/ se mueve
sobre AB, IV se mueve sobre la curva €D, ademas la velocidad
del punto /V es, a cada momento, igual a la fuerza Z.

En efecto, el arco infinitamente pequefio descrito por NV en
el tiempo @¢ es, por construccion, igual a #4¢ i tiene la misma
direccion i sentido que la fuerza £, luego la velocidad del punto
NV es precisamente igual a /.

Por otra parte, la cantidad infinitamente pequefia de impul-
sion que recibe el punto material durante el tiempo 47 es igual
al arco infinitamente pequefio correspondiente de la curva de
las fuerzas, luego fla cantidad total de tmpulsion que wecibe el
punto material durante un intervalo de tiempo dado, tiene la mis-
‘ma medida que el arco corvespondiente de la curva de las fuerzas-
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PROPIEDADES JEOMETRICAS RECIPROCAS DE LA TRAYECTORIA
1 DE LA CURVA DE LAS FUERZAS

En primer lugar, la tanjente en /4 a la trayectoria es paralela
al radio vector del punto correspondiente /V de la curva de las
fuerzas i la tanjente en /V a la curva de las fuerzas es paralela
a la linea de accion de la fuerza que obra en 47.

Llamemos cono de los velocidades el cono formado con los
radios vectores de la curva de las fuerzas; podremos decir: el
plano osculador en un punto M/ de la trayectoria es paralelo al
plano tanjente en V al cono de las velocidades i el plano oscu-
lador en /V a la curva de las fuerzas, es paralelo a las lineas de
accion de las fuerzas que obran en dos puntos infinitamente
préximos correspondientes de la trayectoria.

TeOREMA 1—S87 la trayectoria de un punto material es plana,
la curva de las fuerzas es plana i veclprocamente.

En efecto, si la trayectoria es plana, las velocidades sucesivas
del punto material estan contenidas en el mismo plano; luego,
el cono de las velocidades se reduce a un plano i la curva de
las fuerzas, situada sobre este cono, es plana. .

Reciprocamente, si la curva de las fuerzas es plana, el cono
de las velocidades se reduce a un plano i los planos osculadores
en los diferentes puntos de la trayectoria son paralelos a este
plano. Estc exije que la trayectoria sea plana

Eu estos casos es bien evidente que los planos de las dos
curvas son paralelos.

TEOREMA 11L.—S7 las lneas de accion consecutivas ¢ infinita-
mente pro’rimax de la fuerza F se cortan, la tmyectarz’a es. plana,

En efecto, si esto sucede, las lineas de accion consecutivas dela
fuerza en M i M’ ila velocidad del punto materlal en A, cstan
en un mismo plano, luego el plano osculador en el punto corres-
pondiente V de la curva de las fuerzas pasa porel punto fijo O.

Asi, los planos osculadores en los diferentes puntos de las
curvas de las fuerzas pasan todos por un mismo punto 0. Esto
exije que la curva de las fuerzas sea plana; luego, tambien la
trayectoria es plana.-

N 2y

Aot w2 M S i

hadtied § nat

bttt 5
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Es el caso, por cjemplo, en que la linea de accion de la fuer-
za pasa siempre por un punto fijo, o bien queda siempre para-
lela a una direccion fija. En estos dos casos la trayectoria del
punto material es siempre plana,

FUERZA TANJENCIAL I EUERZA CENTRIPETA

Se sabe que, a cada momento 7, se puede reemplazar la fuer-
za F por otras fuerzas simultdneas con la condicion que la re-
sultante jeométrica de estas tltimas sea igual a 7.

Reemplacemos la fuerza # por dos fuerzas simultaneas diri-
jidas: una F; segun la tanjente a la trayectoria; la otra #, se-
gun la normal principal, es decir, la normal situada en el plano
osculador. La compenente F, se llama jfuerza mnjencmlx la
componente F, fuerza centripela.

Estas dos componentes de la fuerza se relacionan de una
manera mui sencilla con los elementos que definen el movi-
miento del punto material.

Escribamos, en efecto, que la cantidad de movimiento
m (v+dv) es laresultante jeométrica de mw i de Fdf, para esto
consideremos el tridngulo NON' (fig. 4); sean: de el dnguio in-
finitamente pequeio en O 1 a el dngulo que forma la prolonga-
cion de ON con VN'; la proyeccion de ON'=m (v+4dv) scbre
una direccion cualquiera es igual a suma de las proyecciones
sobre la misma direccion, de ON =mv i de NN’ = Fds.

Proyectemos sobre O, tendremos

m (v+dv) cos de=mv+F dt cos a

O simplemente, si se desprecian los mﬁmtamente pequefios
de drden superior a 4z

mdv=Hdt cos «

Proyectemos ahora sobre una perpendicular cualquiera a
ON, situada en el plano del tridngulo &V O N’ tendremos

m (v+dv)sen de=Fdt sen a
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O simplemente

mv de=Fdtsen a

El 4dngulo « es tambien igual al dngulo que forman en #7, la
velocidad i la fuerza, luego

. dv

}’COS CISFt :-"772—a,i—
de

Fseng=7F, =mv—

El dngulo de es el que forman las velocidades en 471 31 es
decir el 4dngulo de las tanjentes en dos puntos infinitamente
préximos de la trayectoria. Sea p el radio de curvatura de la
trayectoria en A7 se tiene

I f;{f_ _ de

p T ds  vdt
Luego:

1% m?

Eap s

Se ve que la fuerza tanjencial #, hace variar la magnitud de
la velocidad v i no cambia su direccion. Sila fuerza # que obra
sobre el punto material, es normal ala trayectoria en uno de
sus puntos, se tiene, en este punto, #, =0, i por consiguiente

v . ;

7 =% esto prueba que, en el punto considerado, la velocidad

es maxima o minima. Si en todos los puntos la fuerza es nor-
. . dv *

mal a la trayectoria, se tiene, a cada momento, =0 luego la

velocidad v es constante.

Reciprocamente, para que la velocidad de un punto sea cons-

. dv .
tante, se necesita que —-=0, 0 bien que

F, =Fcos a=0

Si F no es nulo, a debe ser siempre recto.
La fuerza centripeta /, no cambia la magnitud de la veloci-
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dad, pero hace variar su direccion, Si, en un punto de la trayec-
toria, la fuerza Z es dirijida segun la tanjente, se tiene en este
€ .

2=0i0 bien p=co: luego, en este
punto, la trayectoria presenta un punto de infleccion. 5i en to-
dos los puntos de la trayectoria la fuerza F es dirijida segun la
tanjente, esta trayectoria tiene, en cada punto, un radio de cur-
vatura infinito, luego es una recta. Es lo que se ha establecido
directamente en el capitulo anterior,

punto, a=0; luego 7, =0 i

ECUACIONES JENERALES DE LA DINAMICA DEL PUNTO
MATERIAL

Para determinar el movimiento de un punto material, se de-
terminan los movimientos de sus tres proyecmones sobre tres
ejes rectangulares, fijos en el espa-
cio. Estableceremos, en primer
lugar, los teoremas siguientes: Fug. 5

TeOREMA I.—Cuando se pro- »
yecta un punto mévil sobre un ejc /“%/
Jijo, la velvcidad del punio proyec- s |
tado es la proyeccion de la velocidad
del punio en el espacio.

Sean, en efecto (fig. 5): M 1 M’

dos posiciones del mévil en los
momentos ¢ i £+d; As el arco
MM, Pi P las proyecciones de
M i M’ sobre un eje fijo OX, 1 Ax la distancia PP’; v1a velo-
cidad de M i v, la del punto proyectado 2.

Ax es la proyeccion de As sobre OX, luegoﬁéeré tambien

dt
. As . . - .
la proyeccion de 7 iesto cualquiera que sea el érden de pe-
quefiez de 4¢. El limite de -’xe% a 0 U, por otra parte, el
dt at e ’

L As . .
limite de - es v, luego v, es tambien la proyeccion de 7; lo

dt ’
que demuestra el tcorema.
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TEOREMA 1l.—Cuando un punio mdvil, de masa m i sometido
a una fuerza F, se proyecta a cada insiante sobre un eje fijo, el
punto proyectado se mueve como un punto material de masa m i
sometido a una fuersa igual a la proyeccion de F sobre el ¢je de
proyeccion. ‘

Sean, cn efecto, (fig. 5), mv i m (v+dv) las cantidades de mo-
vimiento del punto considerado en los momentos ¢ 1 z+4d%, se
tiene

m (v +dv)=muv + Fdt

Segun esto, la proyeccion de m (v+dv) sobre OX es igual a
la suma de las proyecciones de v i Fdf sobre el mismo eje.

La proyeccion de m (v+dv)es m (v, +dv, ); la de mv es
mvy . Sea X la proyeccion de F, la proyeccion de Fd¢ serd
Xdt; luego

m (v, +dv, Y=mv, +Xdt

O bien
mdv, =Xdt
I tambien
dv adrzx
Mo T = X

Esta férmula demuestra el teorema; en efecto el punto pro-
yectado se mueve como un punto de masa » sometido a la
fuerza X. '

Las ecuaciones jenerales de la mecanica se deducen inmedia-
tamente; sea, en efecto, un punto material de masa m, sometido
a una fuerza F; r, y, z las tres coordenadas del punto, re‘specto
a un sistema fijo de tres ejes rectangulares 1 X, V| Z las tres

- proyecciones de £ las tres coordenadas z, y, # definen a cada
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momento las proyecciones del punto mévil sobre los tres ejes,
se tiene por consiguiente

(1) m—s =Y

a2z
M- =
i

Tales son las ecuaciones jenerales de la dinamica del punto
material.

Fstas mismas ecuaciones se podian deducir de la considera-
cion de la curva de las fuerzas; supongamos en efecto, en la
fig. 4, que O sca el orijen de las coordenadas i scan £ 5 { las’
coordenadas del punto /V de la curva de las fuerzas, conjugado
del punto mévil M; ON esigual, por construccion a la cantidad
de movimiento del punto 4, luego

dr

|ty

\ d

(2) o=
az

6:}}17;

Por otra, parte, la velocidad del punto /V es precisamente
igual a la fuerza £, luego

[ e _
\ ar =X
dy
(3) 5 7
a¢
| =z
La eliminacion de £, 3, { entre (2) i (3) da otra vez las ecua-
ciones (1).
TOMO XCIV

S i o
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Las ecuaciones jenerales (1) demuestran gne la proyeccion
del punto mdévil sobre cada uno de los planos de coordenadas
se mueve como un punto de la misma masa 7z, i sometido a una
fuerza igual a la proyeccion de F sobre el plano de coordena-
das considerado. Esta propiedad puede, por lo demas, demos-
trarse directamente de la misma manera como se han estable-
cido los teoremas I i I1, .

Es bien evidente que, en el caso de un punto material, mévil
en un plano, se considera simplemente un sistema de dos ejes
rectangulares sitzados en el plano de la trayectoria. Las ecna-
ciones (1) se reducen entdnces a dos solamente.

APLICACIONES
H

MOVIMIENTO DE LOS PROYECTILES SIN TOMAR EN CUENTA
LA RESISTENCIA DEL AIRE

Consideraremos el proyectil como un punto material; sea m
su masa; la fuerza F es, en este caso, vertical e igual a mg, lue-
go la curva de las fuerzas se reduce a una recta vertical i la
trayectoria del mévil estard situada en el plano vertical que
contiene la velocidad inicial
Tomaremos este plano como plano de coordenadas i elejire-

mos dos ejes rectangulares: uno OX horizontal; el otro OV
vertical { dirijido desde abajo hdcia arriba. Las ecuaciones del
movimiento serdn. :

d2x
—
d%y
drr

:X::O

F
W

= Y= —mg

O bien
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Una primera integracion da

Sea v, la velocidad inicial i @ el dngulo que esta velocidad
hace con OX; las dos proyecciones de v, sobre los dos ejes
serdn 7o cos a sobre OX i vs sen a sobre OY. Como la proyec-

dx . .
cion 7 de la velocidad sebre OX queda constante e igual a €
se debera tener

C=v COS a

d .
Ademas a’}t/ debe ser igual a v, sen q, cuando Z=0, luego
' =vosehia

En resimen, la primera integracion nos da

——ti’i =7y, COs
dr ~7° *
(4)
dy
X \E’tv~= —gt—l—'{/osena

Se deduce en seguida

r=100 £ cos a+ B

I o 2
y=—— &€ + ot sen a+ B

Supondremos que se hayan elejido los ejes de tal manera
que en el momento #=v0 el punto mévil esté sitvado en el ori-
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El punto B de caida del proyectil es a una distancia de O
doble de OC pues el eje AL es eje de simetria de Ja pardbola;
luego tenemos

Vo?
08 =- g. sen 2 g

Para una misina velocidad inicial v,, la distancia OB serd
maxima cuando sen 2a¢=1 o bien a==45"; se ve por consiguien-

(s . v ~
te que el maximo de OB es igual a —°,
. o
S
Del mismo modo, el mdximo de la altura AC a la cual se
eleva el punto material tendri lugar cuando sen a es igual a 1,
es decir, cuando a=90°; entdénces el valor de AC esigual a

%; es la mitad del valor mdximo de OB,
NoTa.—Las férmulas (4) podian obtenerse directamente por

medio de la consideracion de la curva de las fuerzas. En el
caso considerado, esta es una recta vertical i, para construirla,

. 1 A Taiad
il de la velocidad inic :a‘ una lon-

basta tomar, sobre ia direc
jitud OH =muv,; la recta \ertlcal que pasa por A es la curva de
las fuerzas. El punto /V correspondiente de 4/ tiene, a cada
instante, una velocidad igunal a la fuerza /" =g, como ésta es
constante se ve que el movimiento de /V es uniforme i sus coor-
denadas £ i 5 satisfacen a las ecuaciones

¢ =muv, cos a

N=171Tc SEN a— Mg L

Por otra parte £ i 4 son los valores de —%, e (ﬁ ; se ob-

tienen por consiguiente las férmulas (4).

Se ve que, en el punto 4, la cantidad de movimiento es re-
presentada por el vector OF =mwv,cos a; éste es un minimo,
Juego, en A, la velocidad del punto es minima, lo que es con-
forme a la teoria jeneral, pues, en este punto 4, la fuerza es
perpendicular a la velocidad.
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jen; entdnces, cuando Z=0 se debe tener x=y=0; se ve que las

dos constantes 5 i B deben ser nulas.

En restmen, las coordenadas #, y del punto mévil, en un mo-

mento cualguiera ¢, satisfacen a las relaciones

() }

X=volCOSa

I
= gt*+v,fsen a

Trayectovia del punto.—l.a ecuacion de la trayectoria resul-

Y Fig 6

tara de la eliminacion
de 7 entre las ecuacio-
nes (5); se obtiene asi

yeriga— S

Es la ecuacion de
una pardbola de eje ver-
tical.

Para obtener el pun-
to A en el cual la velo-
cidad es horizontal,
basta considerar las
ecuaciones (4) I buscar
cual es el valor de 2 que

corresponde a una velocidad horizontal; sea 7 este valor. Cuan-

do 2 es igual a 7 se debe tener

o, luego

—~g T +vosen a=0

Yo
— Seén a
o

Las coordenadas del punto 4 son enténces, segun (5).

-2
(o]
1=0G=———senza
20
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11

MOVIMIENTO DE LOS PROYECTILES CUANDO SE TOMA
EN CUENTA LA RESISTENCIA DEL AIRE

La trayectoria del proyectil es todavia plana; en efecto, el
plano tanjente al cono de las velocidades, en un punto cual-
quiera de la curva de las fuerzas, es vertical, luego el cono
mismo se reduce a un plano vertical. Asila trayectoria es con-
tenida en el plano vertical que pasa por la velocidad inicial.

La solucion del problema es, en jeneral, mui complicada;
trataremos, en primer lugar, de determinar la forma de la curva
de las fuerzas.

Para mas sencillez, supondremos la masa del proyectil igual
a la unidad; sean ¢, 5 las coordenadas de un punto de la curva
de las fuerzas, respecto a un sistema de ejes rectangulares, uno
horizontal, otro vertical i dirijido hdcia arriba; sea tambien f(v)
la funcion que representa el efecto de la resistencia del aire,
tendremos las ecuaciones

[ d¢ ¢
@ =/
O T

\. V2 = £2 4yt
La eliminacion de ¢ es evidente i se obtiene
dy _

I
g T¢

70
() A &

Supondremos que la resistencia del aire es proporcional a la
potencia # de la velocidad; sea

-+

'O bien

F@O=ggw
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Tendremos la ecuacion diferencial

o (xR

Hagamos
Entonces
v=g JTF,

1 la ecuacion se trasforma en la siguiente
g

7n—1

(8) du(1+u?) ? =

gn-rl

Esta ecuacion permite espresar £ en funcion de #; en seguida
la primera de las ecuaciones (6), combinada con (8), da simple-
mente

(©) =

Si en esta, se reemplaza § por su valor en funcion de %, la
integracion permitird espresar # en funcion de #; finalmente se
obtendran los valores de § i 5 en funcion de 2

1.a ecuacion de la trayectoria se deducird en seguida de las
dos ecuaciones

Tdr

Istas se podrdn integrar, luego el problema estd tedrica-
mente resuelto. Aplicaremos este método a los dos casos #=1,
n=3.
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Casode n=1

La resistencia del aive es proporcional a la velocidad

La ecuacion (8) se reduce a

du= B2
f..
Luego
LA S
E C K

Esta ecuacion muestra que la curva de las fuerzas es una
recta, se deduce, en efecto, de ella

Luego

BC ¢ —&

Kvocos a
C

T K+4v,sena
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a—

Los valores de x e y se obtienen en seguida; supongamos que
r=0,7=0, en el momento /=0, tendremos

£
X=-—VUo COS ¢ I—¢
.
rig
yzﬁfiirngﬁizl e &t

‘Estas ecuaciones muestran que la trayectoria tiene una asin-
tota vertical i ésta tiene por abcisa

K v cos a
g

Casode n=13

La resistencia del aive es proporcional al cubo de la velocidad

Luego

Ea (s KB _[{3
La ecuacion de la curva de las fuerzas es, en este caso,

_& £ 7
_I“‘ cv T3 TR TR

Es una curva de tercer grado. No daremos .mas desarrollo a
la solucion de este problema, solo buscaremos la espresion de
la velocidad v del proyectil en funcion de la inclinacion 6 de
esta velocidad; se tiene

t=vcos @

y=v sen 0
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1 cos®@ _ sin §(3 cos® O+sen® )

3 & X3

Sea v el valor de § para el coal v es un minimo; este valor
serd determinado por la relacion

23
gay=——7f3"

El valor correspondiente v, de la velocidad, es por consi-
guiente
C?cos 2y
cos v

S J—

v, %=

La constante C es funcion de la velocidad inicial i de su in-
clinacion inicial.

CAPITULO 1V

TEORIA DE LOS MOMENTOS
TEOREMA DE LAS AREAS

Para definir un vector en el espacio se necesitan sezs condi-
ciones: las tres coordenadas del punto de aplicacion i las tres
proyecciones del vector. _

Cinco condiciones bastardn para definir todos los vectores
iguales i de mismo sentido, situados sobre la misma linea de
accion: las tres proyecciones de uno de cllos i dos elementos
mas para fijar la posicion de la linea de accion comun.

Sea (fig. 8) MFB uno de los vectores considerados i £/ su
linea de accion; las tres proyecciones de M5 definen otro vec-
tor 04, igual al primero i que tiene su punto de aplicacion en
el orfjen. '

Sea OC una recta perpendicular al plano OFF i tal que su
lonjitud tenga'la misma medida que el drea del paralelégramo
OABM; esta recta se llama el gfe del vector MB. Su sentido es
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tal que un observador, colocado segun OC, los piésen O1ila
cabeza en C vea el sentido del vector /B en un sentido deter-
minado que llamare-
mos sentido positivo.
Es bien evidente que
todos los vectores igua-
les a MB, de mismo
sentido i situados so-
bre la misma linea de
accion EF tienen el
mismo eje OC; inversa-
mente, el eje OC i el
vector OA definen
completamente lalinea
de accion £F; en efec-
to, £F es paralelo a

OA i se encuentra en
un plano perpendicular
a OC; su distancia al
orijen tiene por medida
el cociente de OC por
04,1 el sentido en el
cual se debera contar esta distancia es fijado por el sentido de OC

En resumen, todos los vectores iguales a M B, situados sobre
la linea de accion £, son definidos por los dos vectores OA4 i
OC. Como OC es evidentemente perpendicular a. 04, las seis
proyecciones de estos dos vectores satisfacen a una ecuacion de
condicion i equivalen, por consiguiente, a cinco condiciones
distintas; es conforme a lo que se ha establecido mas arriba.

La proyeccion OC’ del eje OC, sobre OZ, se llama smomento
del vector M B respecto a O.Z; como todos los vectores iguales
a M B i situados sobre EF tienen el mismo eje, sus momentos
respecto a 0.2 serdn iguales.

Sea « el dngulo OC con 0Z, se tiene

0C'=0C cos a

Pero OC tiene por medida el 4rea del paralelégramo OABM,
luego OC’ tendrd por medida el producto de la misma 4rea por
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cos a; como el plano del paralelégramo 04 B hace con X0V
el mismo dngulo «, se ve que el pro:ducto de su drea por cos a
es el arca del paralelégramo OA'B'M’, proyeccion de OABM
sobre XOV. Asi, el momento del vector B respecto a OZ
tiene tambien por medida el drea del paraleldgramo OA4 B M,
sea O/ una perpendicular bajada desde el punto O sobre M'F,
la medida del paralelégramo 04’8 M es el producto M' B’ x OH,
luego el momento de un vecior respecto a un eje es igual al producto
de la proyeccion del vector sobre un plano perpendicular al eje, por la
distancia del eje a esta proyeccion. Es otra definicion equivalente
del momento. Segun esta definicion, €l momento de un vector
M B, respecto a un eje OZ, es el mismo que el momento, res-
pecto al mismo eje, de la proyeccion '8’ de M B en un plano
perpendicular a 0Z:

La proyeccion OC del eje OC sobre OZ tiene un signo de-
" terminado; luego el momento es susceptible tambien de un
signo, este puede obtenerse directamente: basta suponer un ob-
servador, colocado segun OZ, los piés en O; este observador
verd la proyeccion M'B’ en un sentido determinado; si este
sentido es positivo, el momento es positivo, 1 si es negativo, el
momento es negativo.

De las definiciones establecidas se deduce inmediatamente:
1.2 que el momento de un vector, respecto a un eje, es nulo
cuando el vector encuentra el eje o es paralelo al eje; 2° que
la suma de los momentos, respecto a un eje cualquiera, de dos
vectores iguales, situados sobre la misma linea de accion i de
sentido opuesto, es igual a cero; 3.2 que, si se multiplica la lon-
jitud de un vector por cierto coeficiente, el momento del vector
se multiplica por el mismo coeficiente.

Nota importante—Cuando se refiere la posicion de un vector
a un sistema de tres ejes rectangulares, el sentido positivo es
siempre indicado por la disposicion misma de los ejes de
coordenadas: es el sentido de la rotacion que debe efectuar
un observador colocado segun 0Z, los piés en O ila cabeza
en Z, para pasar de OX a OY por una rotacion de 9o’
Asi, en la figura 8, el sentido positivo’es el de derecha a iz-
quierda.
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TEOREMA

‘Cuando un vector es la resultante jeométrica de otros vectores
concurrentes, el momento de la vesultanie, vespecto a un eje cual-
quieris, es igual a la suma de los momentos de las componentes.

Sea 4 (fig. 9) el punto de aplicacion comun de los vectores
considerados, 1 A8 uno de ellos; OX el eje de los momentos i
P un plano perpen-
diculara OX; CD la Fig. 8
proyeccion de ARB
sobre el plano P,

El momento de
AB, respecto a
0X, tiene por me- B

dida el drea del pa- i
ralelégramo OCDE LYy
construido’ sobre - Z
CDiel punto O;sea / | ., X
CHM una perpendi- E D H
cular trazada, en el '
plano P, ala recta
OC i Hsu puntode .
encuentro con £D; el drea del paralelégramo OCDE tiene por
medida el producto OC x CH. Segun el teorema de las tres per-
pendiculares, BH es perpendicular sobre CM, por consiguiente,
el momento de 45, respecto a OX es igual al producto de OC
por la proyeccion CH de AB sobre CAH. La lonjitud OC es
constante para todos los vectores que ticnen su punto de apli-
cacion en A4 i, por otra parte, la proyeccion, sobre (M, de la
resultante jeométrica de algunos vectores es igual a la suma de
las proyecciones de 1os componentes; luego, si se multiplican
estas proyecciones por la constante OC, ¢/ momento de la resul-
tante, respecio a OX, es igual a lo suma de los momentos de las
contponentes.
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PROPIEDADES DE LOS MOMENTOS DE LAS CANTIDADES
DE MOVIMIENTO

Sea (fig. 10) O el pié de un eje OZ perpendicular al plano de la
figura i, en este plano, A’B’ la proyeccion de la trayectoria de un
punto material de la masa #; IV, N' las proyecciones de este pun-
to en los momentos ¢ i ¢+dt, NC=mv' 1 N'('=m(v' +dv') las
proyecciones de las cantidades de movimiento mev i m(v+dv)
en los mismos momentos i ¥/ la proyeccion de la fucrza F que
obra sobre el puntn considerado en el momento 7

Se sabe que, respecto al eje OZ, los momentos de mw,
m(v+dv)i F son respectivamente iguales a los momentos de
las proyecciones me/, m( v/ +dv') 1 F'.

Tracemos por &V una recta VC, igual en lonjitud, direccion
i sentido a NV’("; los momentos de los dos vectores NC, i V'C
pueden sustituirse
uno a otro; en efec-
to, el momento de
N'C" es el paralelo-

e o econabeiid T
giramo COnsiruiao

sobre ON' 1 N'C' i
el momentode N,
es el paraleldégramo
construido sobre
ON i NC,; la dife-
rencia entre las
areas de estos para-
lelédgramos es del
mismo 6rden queel
4rea del paralelégramo construido sobre NC, 1 N'C' i el
drea de este Ultimo es infinitamente pequefia de segundo
6rden respecto a 4#; luego el momento de la cantidad de
movimiente m (7'+dv) aplicada en NV’ puede reemplazarse
por el momento de VC,; por otra parte, sea VP = F'dt; se sabe
qne VC es la resultante jeométrica de VCide NP, luego, si se
designan los momentos con el simbolo A7t | se tendra

MY NC,=M.' NC+M' NP
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O bien

M om( +d =M mv' + M F dt

O todavia

MY (vt dey=M" mo+ M’ Fdt

El momento de mw respecto a OZ es una funcion del tiem-
po i cuando ¢ se cambia en ¢+ 4d¢, M! mv se cambia en
M m(v+dv), luego podemos escribir

AM' my=M"' Fdi=dt M' F
O bien

aM' my ;
(0 AM Tyt R

Como se ha dicho mas arriba, el momento, respecto a tn eje
fjo, de la cantidad de movimiento de un punto mévil, es una
funcion del tiempo; segun la relacion (1), la derivada de esta
funcion es igual al momento, respecto al mismo eje, de la fuerza
que obra sobre este punto.

Supongamos que la linea de accion de la fuerza F encuentre
siempre el eje de los momentos, entotices

M F=o0

Luego, en este caso

M mv=const.

Reciprocamente, si el momento de la cantidad de movi-
miento de un punto mdévil, respecto a cierto, eje es constante, la
* fuerza que obra sobre el punto encuentra constantemente el
eje.

TEOREMA DE LAS AREAS

Sea, (fig. 11); M un punto material de masa #z, v su veloci-
dad en el momento #;, busquemos el momento de su cantidad
de movimiento respecto a un eje OZ.
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Sea NV la proyeccion de M en un plano P, perpendicular a
OZ i ¢' la velocidad del punto proyectado /V; se sabe que 2 es
la proyeccion de v, lue-
go el momento de la

z g1 cantidad de movimien-
'S to v del punto M es
M igual al momento de
\\ | mv',

@& ! En el momento
{ ! ] 1+dt, los puntos M i
E " ‘i NV han venido en M’

S| I V' i se tiene

.unlllﬂ llﬂw ,"mluk

/ O 4
P mv’:mlim—j—vN

/ di

Sea N/{ unatanjen-
: te a la trayectoria de
N'i OH su distancia al eje 07, se tiene
he (4

M mv=M' mv'=0Hxmlim NN

1224

I se puede escribir tambien

M mv=u hm()‘b’szN

- Sea A a’ el 4rea del tridngulo infinitamente pequefio ONNV
se tiene

Ad = ——;—NN’ x OH
Luego
a da

A
t
(2) M. my= zmhmT’/t—~2m T

El drea A4’ es la proyeccion del drea Aa del tridngulo

MoM luecro%es tambien la proyeccion de % sobre el pla-

no P perpendicular a OZ.
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da . ..
El producto mAi—t se llama cantidad de movimiento areolar del

punto # respecto al punto O; se ve, por consiguiente, que ¢/
momento de la cantidad de movimiento de un punto mévil M, res-
pecto a un efe 0Z,es igual a la groyeccion sobre un plano P, per-
pendicular a OZ, de la cantidad de movimiento areolar de M,
vespecto a un punto cualquiera del eje OZ.

Si la fuerza que obra sobre el punto 47 encuentra constante-
mente el eje OZ, el momento de mw respecto a este eje queda
constante; se tiene, por consiguiente, tambien en este caso i
segun (2).

da'

P
luego

a=Ct+ "

Asi, la proyeccion, sobre el plano 2, del 4rea descrita por el
radio vector OM varia proporcionalmente al tiempo.

Reciprocamente si la proyeccion sobve el plano P, del drea des-
crita por el radio veclor que une el punto mdévil con cierlo punto
O, varia proporcionalmente al tiempo, la _fuersa que obra sobre ¢l
punto mévil encuentra constantemente un eje OZ, perpendicular al
plano P.

En efecto, se tiene en este caso

a=Ct+C
Luego

a
at

=C
I por consiguiente, segun (2)
M mv=const.

La ecuacion (1) da enténces

M F=o

TOMO XCIV 10
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Luego la fuerza # encuentra OZ.

Aplicacion al movimiento de los planetas

Se sabe que las trayectorias de los planetas, al rededor del

Sol, son planas i que los planos pasan por el Sol. Ademas, una
de las leyes de Kepler dice que el radio vector, que une el pla-
neta con el Sol, describe 4reas proporcionales al tiempo. Sea, en
la figura (11), 2 el plano de la trayectoria i O el Sol; la fuerza
que obra sobre el planeta estd situada en el plano P i ademas
encuentra siempre el eje 0Z, perpendicular a este plano; luego
la fuerza pasa siempre por el puato O, es decir, por el Sol.

PROPIEDADES JEOMLTRICAS DE LA CURVA DE LAS FUERZAS,
CUANDO LA LINEA DE ACCION DE LA FUERZA PASA SIEM-
PRE POR UN PUNTO FIJO.

Sean (fig. 12) O el punto fijo; 4B la trayectoria; M la posi-
cion del mévil; M7 su cantidad de movimiento; CD la curva
‘ de las fuerzas; /V el

“rd

) punto de esta curva,
F1g. 12 conjugado de M.

M Por hipétesis, la

;AT “~\\“/T fuerza que obra en

] /s M es dirijida segun

/ 4 C\ /,//,’ ﬂ'/[O i, por. defini-

///' . cion, la tanjente en

i j/N NV ala curva de las

0 e fuerzas es paralela

a OM. Ademas, co-

mo el momento de

la cantidad de mo-

vimiento, respecto a

un eje perpendicular, en O, al plano de la figura, es constante,

el drea del paralelégramo OM TN, que mide este momento, es
constante. '

Para deducir la posicion del punto NV conjugado de 3, se

A
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trazard, por consiguiente O/N paralelo a la tanjente en M a la
curva A B 1 se tomard una lonjitud OJ tal que el 4rea del para-
lelégramo construido sobre 047 i ON tenga un 4rea constante

Se ve, desde luego, que las propiedades de las curvas A8 i
CD son reciprocas.

Sea U/ una perpendicular bajada desde O sobre M7 i
OP = ON; el lugar jeométrico de V se deducird del lugar jeomé-
trico de P, haciendo jirar este ultimo de un dngulo de go° al re-
deder de O.

Ahora el lugar jeométrico de los puntos A es la podar de la
curva A8 i, como el producto O x OP mide tambien el drea
constante del paralelégramo OM 7V, se ve que el lugar jeomé-
trico de P es una trasformada por radios vectores reciprocos
de la curva, lugar jeométrico es A.

En resimen, una cualquiera de las dos curvas es, respecto al
punto fijo, una trasformada, por mdz’os vectores reciprocos de la
podar de la otra. ) ’

Este resultado permite deducn‘ facilmente la forma de una
de las curvas cuando se conoce la otra; consideremos los casos

siguientes:

10 La curva AB es una circunferencia de centvo O. La podar
AB seré confundida con A8 i el Tugar jeométrico de los pun-
tos P ser4 tambien una circunferencia de centro O; luego la
curva CD es una circunferencia concéntrica con 4 8.

2.0 Lacuvva AB es una civcunferencia escéntrica a O. Sea
(fig. 13), Q el centro de la circun-
ferencia, R el radio, p la distancia /z}y 73
OH i » la distancia OP, w el éan-
gulo POQ i OQ=a.

El lugar jeométrico de los pun-
tos H tiene por ecuacion

p=R+acosw
Sea K? el valor del producto
constante p #; el lugar jeométrico
de los puntos 2 tendra por
K2
= ————
R4acosw
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Es la ecuacion de una cénica que tiene su foco en el punto
0. i su eje mayor dirijido segun” OQ.

La curva de las fuerzas €D es tambien una cénica cuyo foco
esta en el punto fijo i cuyo eje mayor es perpendicular a OQ.
Ademas, la curva €D es una elipse si @ es menor que &, una
pardbola si 2= R i una hipérbole si @ es mayor que R.

3.0 La curva AB es una cdnica cuyo foco estd en el punto jfijo
0. Segun el resultado obtenido en el caso anterior, se sabe ya
que CD es una circunferencia; sin embargo, la demostracion
directa es mui sencilla. Supongamos que, en la fig. (12), 48
sea una cénica, cuyo foco estd en O; el lugar jeométrico de los
puntos A serd una circunferencia i, como caso particular, una
recta cuando AZF es una pardbola; la trasformada por radios
vectores reciprocos es por consiguiente una circunferencia.

4.0 La curva AB es una elipse de centro 0. Es fécil de ver que
la curva CD es una elipse scmmante Sea, en efecto (fig. 14)
" "AB una elipse de centro O; el
punto &V de la curva €D es de-
terminadd por la condicion que

araleldgramo MONT tenga

mo MONT tenga
un drea.constante; sea £ el pun-
to de encuentro de ON con A58
1 £F una paralela a O, se sabe-
queel drea del paraleldgramo
OMFE queda constante cual-
quiera que sea el punto M/ las
areas constantes de los parale-
légramos OM TN i OMFE son

o,
]

ON
entre si como OV esa OF, luego la razon — - es constante i

OF

el lugar de los puntos /V es una elipse semejante de la primera.

OTRA ESPRESION DE LA FUERZA CUANDO SU LINEA DE ACCION
PASA POR UN PUNTO FIJO

" Sea, (fig. 12), M’ la posicion del mdvil enel momento Z-+d¢
i V' el punto conjugado de la curva de las fuerzas; @6 el dngulo
MOM i7el radio vector OM. Las tanjentes en Vi N ala
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curva de las fuerzas hacen entre si el dngulo &6, luego si R es
el radio de curvatura de la curva de las fuerzas en /¥ se tiene

Rdf=NN =F dt
El radio vector OM describe dreas proporcionales al tiempo,
luego

2 de=Cdt

1, de estas dos relaciones se deduce

R _ 7
- C
O bien
CR
) Fe—p-

Apliquemos esta férmula a los casos principales considera-
dos mas arriba:

1.2 Si, como en el caso de los planetas, la trayectoria es una
cdnica cuyo foco estd en el punto fijo, la curva de las fuerzas es
una circunferencia i su radio de curvatura & es constante; luego,
si x es una constante, se tiene:

F=t

P
La fuerza es en razon inversa del cuadrado de la distancia ».
2.0 S5i la trayectoria es una elipse, cuyo centro estd en el
punto fijo, la curva de las fuerzas es una elipse semejante; en
la figura 14, el radio de curvatura en & de la curva de las fuer-
zas es proporcional al cubo de OM o a %, luego, en este caso,

si K es una constante:

F=Kr

La fuerza es proporcional a la distancia ».

A. OBRECHT
( Continnard)




