MECANICA RACIONAL ’
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) PRIMERA PARTE

DEL PUNTO MATERIAL

cAPiTULO V

PRINCIPIO DE L& CONSERVACION DE LA ENERJIA. —TRABAJO
DE UNA FUERZA,—FUERZA VIVA.—POTENCIAL

Hasta ahora hemos estudiado cual es el efecto de las impul-
siones sobre los puntos materiales sin ocuparnos de la manera
como estas impulsiones se enjendran.

La accion de una fuerza sobre un punto material puede com-
pararse a la de un resorte, primitivamente comprimido i que, al
estenderse, empuja el punto delante de él. Se dice en jeneral,
que un cuerpo o un zzedio, capaz de enjendrar la impulsion, estd
dotado de enerjia.

Asi un resorte comprimido es un cuerpo dotado de enerjia,
porque al estenderse puede enjendrar la impulsion; ¢l medio
interplanetario, los medios electrizados o magnetizados, son do-
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tados de enerjia porque los cuerpos materiales, situados en estos
medios, reciben impulsiones. Los medios dotados de enerjia se
Naman medios activos.

La cantidad de enerjia que posee un cuerpo o un medio estd
evidentemente en relacion con la cantidad de impulsion que
puede enjendrar; asi un resorte comprimido no se puede esten-
der indefinidamente, por consiguiente la cantidad de impulsion
que puede enjendrar i la cantidad de enerjfa que posee son li-
mitadas.

ENERJIA POTENCIAL I ENERJIA CINETICA

Los resortes, primitivamente comprimidos, conservan mucho
tiempo la misma enerjia, cuando sus dos estremidades conser-
van una distancia invariable: Podemos, por consiguiente, con-
cebir resorfes ledricos cuya enerjia permanece rigorosamente
invariable cuando estan en la imposibilidad de estenderse. Es-
tos resortes no pueden, por consiguiente, enjendrar la impul-
sion sino cuando se les da la facultad de estenderse.

Si al estenderse, el resorte empuja delante de ¢l un cuerpo
inerte, primitivamente en reposo, éste recibird cierta cantidad
de impulsion i tomard cierto movimiento; al mismo tiempo la
enerjia del resorte se gustard.

Si ahora el cuerpo inerte en movimiento choca con otro en
reposo, este tltimo recibird una impulsion i, a su vez, tomar4
clerto movimiento; segun esto, el cuerpo inerte en movimiento
posee tambien cierta cantidad de enerjia, puesto que ha enjen-
drado la impulsion.

Sin embargo, las enerjias que poseen el resorte i el cuerpo
inerte en movimiento son de naturaleza mui distinta. El cuerpo
inerte en movimiento gasta una porcion de su enerjia i enjen-
dra la impulsion en el momento mismo de su contacto con otro
cuerpo inerte en reposo; miéntras tanto un resorte que no se
puede estender, no enjendra fa impulsion apesar de su con-
tacto con un cuerpo inerte; la enjendra solo cuando se le da la
facultad de estenderse i hasta este momento su enerjia estd
guardada sin poder gastarse.

Se dice que la enerjia del resorte es emerjia potencial i que la
enerjfa del cuerpo inerte en movimiento es enerjéa cindtica.
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PRINCIPIO DE LA CONSERVACION DE LA ENERﬁA

Los ejemplos considerados mas arriba, hacen comprender
que la enerjfa es susceptible de medida. Cuando al estenderse,
un resorte empuja delante de €l un cuerpo inerte en reposo, la
enerjia potencial del resorte se gasta i el cuerpo inerte adquiere
cierta cantidad de enerjia cinética. Inversamente se puede con-
cebir que un cuerpo inerte en movimiento venga a empujar la
estremidad libre de un resorte, el cuerpu gastara su enerjfa, ci-
nética i el resorte adquirird clerta cantidad correspondiente de
enerjia potencial.

Se admite gue la produccion de cierta cantidad de enerjia cind
tica o potencial es siempré acompaiiada de la desaparicion simul-
tdnea de una cantidod equivalente de enerjia potencial o cinética,
En otros términos, se admite que lz enerjin no se puede ni crear
ni destriiy.

Tal es el principio de la conservacion de la enerjfa andlogo
al principio de la conservacion de la materia.

Este principio, como los demas principios fundamentales de
la mecdnica, no se puede demostrar, pero sus consecuencias
estan siempre conformes con la observacion.

FUERZA DE UN RESORTE.——CONDICIONES DE EQUILIBRIO
DE UN PUNTO MATERIAL

Llamaremos resorie elemental un resorte tedrico, recto e infi-
nitamente delgado; admitiremos que una de sus estremidades
es fijada invariablemente en un punto del sistema de compara-
cion i que la direccion del eje del resorte es tambien fija res-
pecto del mismo sistema; supondremos ademas que la estremi-
dad mdvil es plana i perpendicular al eje del resorte; es evi-

- dente entdénces que la accion del resorte elemental sobre un
punto material tiene la direccion misma del eje del resorte.

Sea un punto material sometido a la accion de # resortes ele-
mentales R, R,,... K, ;si el punto queda en reposo se dice
que Jas acciones de los n resovies se hacen equilibrio o bien que
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¢l punto material estd en equilibrio bajo la accion de los n ve
sories.

Como las dos estremidades de cada resorte permanecen en-
ténces fijas, su enerjfa queda siempre la misma i el punto ma-
terial queda indefinidamente en equilibrio.

Supongamos ahora que se suprime uno de los resortes, &,
por ejemplo, el punto material tomard cierto movimiento, como
si hubiera recibido una impulsion i la impulsion elemental ini-
cial correspondera a cierta fuerza 7, perfectamente determi-
nada en magnitud, direccion i sentide. De aqui se deduce ques
a cada momento, el punto material, en equilibrio, tiende a dar
a la estremidad del resorte R, una impulsion %, 4¢; reciproca-
mente, segun el principio de Newton, el resorte &, tiende cons-
tantemente a dar al punto material una impulsion igual a 7, d¢
i de sentido contrario.

Diremos que Fy es la juerza del resovte R,; esta fuerza
tiene evidentemente la misma direccion que el resorte X,.

El razonamicnto hecho con el resorte R, puede repetirse de
la misma manera con los demas; sean entdnces F,, £,... £,
las fuerzas de los resortes R,, R,... R, ; podemos decir-que el
punto material es sometido a cada instante a la accion simul-
tdnea de » fuerzas £, F,... F,. Cada una de ellas, obrando
sola, durante el tiempo 47, daria al punto una impulsion ele-
mental igual al producto de la fuerza por @7 i el efecto resul-
tante de los » impulsiones seria equivalente al efecto de una
impulsion Unica, igual a la resultante jeométrica de las prime-~
ras. Como el punto material es, por hipdtesis, en equilibrio, la
impulsion resultante debe ser nula, luego tambien la resultante
jeométrica de las # impulsiones o de las fuerzas £, F,... /,
debe ser nula.

Asi, cuando un punto material estd en equilibric bajola ac-
cion de # fuerzas, la resultante jeométrica de estas fuerzas es
nula.

Reciprocamente si un punto material es sometido a la accion
de 7z fuerzas cuya resultante jeométrica es nula, este punto ecstd
en equilibrio

En efecto, a cada momento, el punto material recibe # im-
pulsiones elementales simultdneas, cuya resultante es nula;
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luego, si el punto estd en reposo, en el mamento considerado,
este punto quedara en reposo.

Medida de la enerjia

Sea IV la enerjia de un resorte elemental i # la distancia de
sus dos estremidades; 7 es una funcion de =, en efecto W
queda constante cuando # queda constante i varia solo cuando

s . : . AW
7 varia. Si » varia de dn, W variade A IV i la razon T debe
n
tender hacia un limite finito i determinado cuando 4 tiende
hdcia cero.
amw
Sea

este limite, llamaremos dW la variacion elemental

de la enerjia del resorte; esta variacion es proporcional a @z.

Consideremos ahora g resortes elementales, iguales en magni-
tud, direccion 1 sentido i de misma fuerza &, el conjunto de las
2 resortes equivale a un resorte nico de fuerza p#. Una misma
variacion 4z de la Jonjitud de estos resortes equivale, en.cada
uno de ellos, a una variacion 4}/ de enerjia, la misma para to-
dos; luego la variacion total de enerjia, para el conjunto de los g
resortes o para el resorte de fuerza p 7, es igual a pd V. Estonos
indica que, para una misma variacion dela lonjitud de un resor-
te, la variacion de enerjia es proporcional a la fuerza del resorte,

En resiimen, la variacion &7/ de la enerjia de un resorte de
fuerza F, cuya lonjitud varia de &, es proporcional a Fdx.

Se elize como unidad de enerjia, la cantidad de gue varia la
enerjia de un vesorle, de fuerza constante igual a la unidad, cuya
lonjitud varia de la unidad de lonjitud. Segun esto, la variacion
elemental 4/ de la enerjia de un resorte de fuerza 7, cuya lon-
jitud varia de dz, tiene por mcdida Fdn. k

Ademas, esta variacicn es susceptible de un signo; en efecto
si /i dn tienen el mismo sentido, la enerjia del resorte dismi-
nuye; por consiguiente, se debe escribir ‘

(1) AW=—Fdn
De ahi se deduce tambien
aw

@ ==
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Trabajo de una fuerza

Cuando un resorte imprime cierta velocidad a un punto ma-
terial en reposo, se dice que el resorte frabaja. La enerjfa del
resorte es potencial i la del punto material, animado de cierta
velocidad, es einética; por consiguiente, cuando un resorte tra-
baja, una parte de su enerjia potencial se trasforma en enerjia ‘
cinética.’

Sea F la fuerza del resorte considerado; se llama #rabgro del
resorte o trabajo de la fuerza #, durante cierto tiempo 4 la can-
tidad de enerjia potencial que ha sido trasformada en enerjia
cinética, durante el tiempo z

Segun esta definicion, la suma de la enerjia potencial del re-
sorte i del trabajo efectuado por él queda siempre constante.
Ademas, segun el principio de la conservacion de la enerjia, el
trabajo de la fuerza, durante cierto tiempo, es igual a la canti-
dad de enerjia cinética que el punto material, sometido a esta
fuerza, ha adquirido durante este tiempo.

Sea I la enerjfa potencial de un resorte a un momento cual-
quiera, @ el trabajo efectuado desde cierto momento orijen; se
tiene por definicion

W+ % =Const.
O bien :
(3) dW+d % =0

Llamaremos 4 @ el trabajo elemental del resorte o de la
fuerza correspondiente F; su valor se deduce de las férmulas
(1)1 (3) i se tiene ‘

d & =Fdn
Fuerza viva.— Enerjla cindtica de un punto material

Sea (hg. 15) M la posicion de un punto material, en cierto mo-
mento £, 7z su masa, v su velocidad i #la fuerza. Durante el
tiempo &%, se puede considerar la fuerza 7 como constante en
magnitud, direccion i sentido; luego, durante el mismo tiempo,
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se puede considerar el punto material como si estuviera some-
tido a la accion de un resorte clemental, de fuerza F i para-
lelo a £,

Para obtener la posicion M, del punto material en el mo-
mento £+4df, se debe, como
se ha indicado mas arriba,
tomar sobre la tanjente M7
a la trayecteria una lonji-
tud M P =wdt1,sobre una pa-
ralela en P, a la fuerza 7,
una lonjitud

Py =1L g,

T m

Sea M A una perpendicu-
lar, bajada desde A/ sobre
PM' i A sa punto de encuentro con la prolongacion de P,
a el angulo de J/ 7 con Fj; se tiene en la figura

AP=vdtcos a

El trabajo elemental 4 % de!l resorte hipotético que obra en
M es igual al producto de la fuerza 7 por A M’ o simplemente
al producto de F por AP, pues PM' es de érden de d#2, se
tiene, por consiguiente,

(4) d@G =Fuvdicosa

El producto 7 d cos a es precisamente la impulsion elemen-
tal de la fuerza tanjencial i su medida es #dv, luego

(5) _ d G =muvdy

Las mismas consideraciones se aplican a las posiciones con-
secutivas del punto mévil; sea enténces v, su velocidad a cierto
momento orijen i @ el trabajo de la fuerza, contado desde el
mismo momento hasta el momento £ se tiene
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(6) @ =F mvt—1 mu,?

El producto #2* de la masa de un punto natural por el cua-
drado de su velocidad se llama fuerza vive del punto; segun
esto cuando una fuerza obra sobre un punto maierial, el trabajo
de la fuersa, durante cierto tiempo, es igual al medio aumento de
la fuerza viva del punto material durante el mismo tiempo.

Se deduce tambien del valor del trabajo que Za enerjla ciné-
tica de un punto material tiene por medida la mitad de su fuerza
viva.

Otra espresion del trabajo elemental

La férmula (4) puede escribirse de la manera siguiente
d @ =Fdscos (F,dx)

Luego, ¢/ trabajo elemental de una fuerza es igual al producto
de la fuerza por ol cambio de lugar de su punto de aplicacion i por
el coseno del dngulo que forma la fuerza con el cambio de lugar;
o bien, es igual al producto de la fuerza por la proyeccion del
cambio de lugar sobre la direccion de la fuerza o todavia al
producto del cambio de lugar por la proyeccion de la fuerza
sobre la direccion de este cambio de Tugar.

TEOREMA.—Cuando algunas jfuerzas obran simulidneamente
sebre wn mismo punto material, el irabajo de la resultante es
igual a la suma de los trabajos de los componentes.

En efecto, la proycccion de la resultante sobre la direccion
del cambio de lugar es igual a ia suma de las proyecciones de
los componentes; sean £, £,... ¥, los # fuerzas simultdneas i
R su resultante; designemos por Pt/ la proyeccion de una
fuerza cualquiera # sobre la direccion del cambio de lugar, ten-
dremos )

P'R=P'F +P F,+...+P"F,

Sea ds es el cambio de lugar; el trabajo elemental de una
fuerza F es
d G F=ds P F
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~ Se tiene ahora

ds P! R=ds P' F\4+ds P2 F,+...+ds P\ I,

Luego tambien
dGR=dGF +dGF,+...+dGF,

Esta relacion espresa que, a cada momento, el trabajo ele-
mental de la resultante es igual a la suma de los trabajos ele-
mentales de los componentes. Se deduce inmediatamente que
tambien, durante un intervalo de tiempo cualquiera, el trabajo
de la resultante es igual a la suma de los trabajos de los com-
ponentes. Es bien evidente que todos estos trabajos deben con-
tarse desde un mismo momento orijen.

Aplicacion.

Sea F una fuerza; X, ¥, Z sus tres proyecciones sobre tres
ejes rectangulares; ds un cambio de lugar del punto de aplica-
cion i dx, dy, dz las tres proyecciones de ds; 4 @ F el trabajo
elemental de 7 correspondiente al cambio de lugar 4, se tiene

&) 4G F=Xdx+ Ydy+ Zdz
En efecto, como F es la resultante de X, Y, Z, se tiene
d@CF=d6X+dBTY+dBZ
Ahora, el trabajo de X es igual al producto de X por Ia pro-
yeccion de ds sobre la direccion de X, es decir igual a Xd; del

mismo modo, los trabajos elementales de ¥ i Z son respecti-
vamente Ydy 1 Zdz, luego la férmula (7) estd demostrada.

Otra demostracion del teorema de las fuerzas vivas

Cuando un punto material de masa , es sometido a la ac-
cion de una fuerza F cuyas proyecciones sobre tres ejes rectan-
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gulares son X, ¥, Z, las coordenadas del mdévil satisfacen a las
ecuaciones

drx
?ﬂ—‘z‘z X
ary
T'HW =Y
d&
T—Z
Multipliquemos respectivamente estas ecuaciones por LZ ?;
.aZ i sumamos, se tendrd
dt
de d*v  dy d%y  dz d’z \ dx
m\ G ety e Ta ae ) ~Xart de +Zdt

O bien
1 d(mv?) dGF
2 d: T 4t
Luego si v 1 v, son las velocidades del punto en dos instantes
21 2 esi eltrabajo de la fuerza se cuenta desde el momento 7

I I
—m? — —v % = F
> P G

POTENCIAL

Consideremos un medio activo i un punto material, mévil en
este medio. La accion del medio sobre el punto material podrd
compararse a cada momento a la accion de un resorte elemen-
tal hipotético de la misma direccion que la fuerza i dotado
de cierta enerjia potencial. Cuando el punto material pasa de
una posicion 4 a otra posicion B, la variacion de la enerjfa po-
tencial del medio es la suma de las variaciones elementales de
los resortes hipotéticos, colocados en los diferentes puntos de
la trayectoria, desde 4 hasta B. ;

En jeneral, para calcular esta variacion total de enerj fa ha-
brd que conocer de antemano el movimiento del punto, de ma-
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nera que la concepcion de los resortes dotados de enerjfa no
presenta ninguna ventaja efectiva para la determinacion del
movimiento del punto.

Sin embargo, hai un caso mui importante en que la varia-
cion de la enerjia potencial del medic activo, correspondiente
al movimiento de un punto material, desde 4 hasta 5, puede
calcularse de antemano, sin necesidad de conocer el movi-
miento del punto, entre 4 i 5.

Es el caso en que, al rededor de cada punto A del medio 1
a distancia infinitamente pequefia de M/, la enerjia potencial
del medio puede ser representada por la enerjia de un mismo
resorte elemental, cuya estremidad libre recorre los puntos de
la rejion considerada. Cuando esto sucede se dice que el medio
tiene un polencial.

Sea {fig. 16), M un punto del medio activo; 7 la fue*za que
obra, en este pun-
to, sobre un pun-

to material de Fig16
masa #zz,; conside- z L
remos, al rededor X //‘?/_/
de M, un cilindro ) /C/‘—\/'/ /'/\\ﬂ‘ ¥
infinitamente del- N e
gado, paralelo a “\ 2 —\r‘?/—;“f by
F; este cilindro \\////1"\
representard,en la DY
proximidad de 7,
la envoltura del

o] X

resorte elemen-
tal definido mas
arriba,

Sea W, la ener- /
jla potencial del ¥
resorte que obra
en M sobre el punto de masa #, a cierto momento £ su estre-
midad libre CD es perpendicular a Z; si el punto material pasa
de M en M, CD viene en C' D'; sea MN =dn la proyeccion
de MM’ sobre F;la enerjfa potencial del resorte se habrd cam-
biado en W,4-dWW i se tiene
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AW =—Fdn

Si el medio tiene un potencial, W,+dW es la enerjia del
resorte hipotético que representa, en el mismo momento 7, la
accion del medio sobre el punto material de masa , situado
en J/’. Conociendo la enerjia en M’ se podrd determinar la
que corresponde a otro punto del medio, infinitamente préximo
de M’ i asi, progresivamente, se conocerd la enerjla W del
resorte hipotético que obra, en el mismo momento #, en un
punto cualquiera del medio activo, sobre el punto material con-
siderado. .

Como &W no depende de W, la diferencia I~ ¥, no de-
penderd tampoco de W, i serd una funcion de los coordenados
del punto considerado i del tiempo 7, sea f (%, 5, z, ¢) esta fun-
cion, tendremos

W—Wo=f(x 7 21

. La funcion f (z, ¥, 5, ) se llama funcion potencial i 1 es el
potencial del medio en el punto de coordenadas x, 3, z. La espre-
sion jeneral del potencial en un punto es por consiguiente

W=f(x,9 2 t)+ Wo
Consideremos las superficies definidas por la ecuacion jeneral
S(z3,88)=C
En un mismo momento 7, el potencial quedard constante en
los puntos de cada una de ellas.
Estas superficies se llaman, por esta razon, superficies eqm~
potenciales i tambien superficies de nivel.

PROPIEDADES DE LAS SUPERFICIES DE NIVEL

1.0 En un punto cualquiera del medio activo, la fuerza es nov-
mal a la superficte de nivel que pasa por este punio.
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Esto resulta inmediatamente dede figura (16). En efectn, si
M’ estd situado en un punto cualquiera de la seccion €D, se
“tiene dr=0 1 por consiguicnte

aW=o0

Luego el elemento plano €2 pertencce a la superficie de
-nivel que pasa por 47, como este elemento es perpendicular a
F, la proposicion estd demostrada.

2.0 Si. se consideran dos superficies de nivel infinitamente
_préximas, la fuerza que obra en un punto cualquicra de una de
ellas es inversamente proporcional a la distancia del punto consi-
derado a la superficie infinitaments proxima.

Sean en efecto IV 1 W+ los potenciales en dos superficies
de nivel infinitamente préximas; podemos suponer que, en la
figura (16), estas superficies pasan por los elementos planos
CD 1 ' D' la fuerza que obra en M es, entdnces

4w

fi=- dan

.Como la diferencia d W queda constante entre las dos super-
‘ficies consideradas, se ve que # 3 inversamente proporcional a
{a distancia @7 de A7 a la superficie infinitamente préxima.

3.0 S7 un punio material, mévil en un medio aciivo 1 .fomeffa'o
solo @ la accion de este medio, pasa de la posicion 4 a la posicion
B isila funcion potencial no contiene esplicitamente el tretnpo, el
medio aumenlo de la fuersa viva del punto no depende del camino
qute ha seguido éste para ir desde A hasta B, sino de la diferen-
<ia de lps potenciales en A ¢ B. :

Sean, en efecto IV, i I, las potenciales en 4 1 5, la varia-
cion total de la enerjia potencml del medio, cuando el punto
material pasa de 4 en B, es IV, — IV ; el trabajo correspon-
diente @ de la fuerza es por consiguiente

G =W, -1,
i este trabajo esigual a la cantidad de enerjia cinética, ganada

por el punto; luego, siv, i v, son las velocidades cn 4 i 5.
TOMO XCIV ) 22
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1 2 I 2
—av, ——mv, = =W,—W,
2 2

Esta demostracion exije que el potencial en un punto cual-
quiera no varie con el tiempo, pues, de lo contrario, durante el
tiempo que demora el punto material para ir de 4 a B, la di-
ferencia de los potenciales en 41 5 cambiaria.

Como caso particular se puede suponer que 4 i B se en-
cuentran sobre la misma superficie de nivel, enténces W, =W, ¢

I 2 I 2
Uy — WV, =0
2 - 2

Asi la fuerza viva del punto 1 por consiguiente tambien sw
velocidad vuelven a tomar el mismo valor cuando el punto-
vuelve a Ja misma superficie de nivel.

PROYECCIONES DE LA FUERZA SOBRE TRES EJES
F RECTANGULARES

Sea X la proyeccion de & sobre OX tracemos por el punto
M (fig. 16) una paralela /X" a OX, sea P su interseccion con
elelemento ¢V IV i M P =dx; dresla distancia, contada desde
paralelamente a OX, de las superficies de nivel Wi W4 W.

Si @ es el dngulo de F con OX se tiene

X=F cos = — aw cos O
dan
Pero
dn=drcos §
Luego
AW
&) K=

Como se ha establecido mas arriba, 1/ es una funcion conti-
nua de x, 7,2 21, en la férmula (8), 47 es el incremento de

W cuando x varia de dx sin que cambien y, 2, #; luego es

dx
la derivada parcial de la funcion IV respecte a z.
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Las proyecciones ¥, Z ticnen la misma forma que X ise

tiene

dw
Y:—_—[;/JT-
aW
‘="

En restimen, las tres proyecciones X, ¥, Z de la fuerza 7
son los derivados parciales respecto a z, y, z de ia funcion po- .
tencial 7.

Potencial de una fuerza

Se dice, reciprocamente, que una fuerza F' tiene un polencial,
cuando las tres componentes .Y, V, Z son las derivadas parcia-
les de una misma funcion, respecto a z, y, .

Todas las propiedades, obtenidas mas arriba, se averiguan
cuando la funcion considerada depende solo de las tres coorde-
nadas x, 7, # 1 no del tiempo.

Sea, por ejemplo,

(%) é (x, y,;z)_—_ c
cierta funcion continua de z, y, £ i supongaios que
o Es;

La ecuacion (9) representa una familia de superficies que sorz
las superficies de nivel i Jas ecuaciones (10) muestran que, em
cada punto del espacio, la fuerza es normal a la superficie de
nivel que pasa por su punto de aplicacion.

Sea tambien @ /el trabajo de la fuerza correspondiente a
clerto cambio de lugar del punto de aplicacion; se tiene

dGF=Xde+ Ydy+ Zdz=d¢
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Luego

@ F=¢(x,9,2)+ Const.

Esta férmula demuestra que el trabajo depende solo, como
mas arriba, de los valores de la funcion ¢ en los puntos estre-
mos de la trayectoria i no de la forma misma dela trayectoria.

En la electricidad, la funcion potencial esla funcion f(x, 7, 2)
definida mas arriba, es decir, la funcion que representa en cada
punto la enerjfa potencial del resorte hipotético-que obra sobre
un punto material determinado. :

En la mecdnica se llama con preferencia funcion potencial, la
funcion ¢ (z, », z) cuya diferencial es eltrabajo de la fuerza.
Las dos funciones f i ¢ son, por lo demas, iguales i de signo
contrario, puesto que dWV=—d &

Para conformarnos al uso, llamaremos tambien funcion po-
tencial la funcion ¢ (7,7, 2), cuya diferencial es el trabajo de
la fuerza.

g Potencial de la pesantez

Consideremos un sistema de tres ejes rectangulares entre los
cuales uno sca vertical i dirijido desde abajo hacia arriba; un
puntc material de masa » es sometido a una fuerza tal que

X=0, Y=0,2Z=—myg
Luego, en aste caso,
p= — mgdz
¢ (%, 9, 2)=—mgz+ Const.
Se ve que las superficies de nivel tienen por ecuacion jeneral

z=Const.
Son planos horizontales.
Potencial del medio interplanetario cuondo se considera el movi-

miento de un solo planeta al rededor del Sol

Veremos mas adelante que la fuerza que obra sobre el pla-
neta es dirijida hdcia el Sol i varia’ en ‘razon inversa del cua-
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drado de su distancia al' So!. Si se considera un sistema de tres
ejes de coordenadas cuyo orijen estd en el centro del Sol i si »
es la distancia del pianeta, al orijen, se tiene '

L, x
X = — i

V
Y= ——,um—f’—_‘S

&
= 'f,LLﬂlﬁ
La funcion ¢ es en este caso determinada por la relacion

p (xdr +ydy +2dz)= — um %

dp=—

73
Luego
’ ¢ =&;+Ccnst.

En este caso, las superficies de nivel tienen por ecuacion je-

neral
»=Const.

Son esferas concéntricas al Sol.

CAPITULO VI
DE LA GRAVITACION UNIVERSAL

Newton ha deducido la lei de la gravitacion universal de las
leyes de Kepler, sobre el movimiento de los planetas al
rededor del Sol. El descubrimiento de Newton es seguramente
el mas estraordinario de los que honran la intelijencia hu-
mana, s COmo un secreto que su jenio supo arrancar a la na-
turaleza. Por lo demas, esta lei es talvez la tnica, cuya compro-
bacion sea rigurosamente establecida.

Esplicaremos como se puede deducir la lei de la gravitacion
universal de las leyes de Kepler, Aunque el método difiere det
de Newton, la sucesion de las ideas es la misma.
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Las dos primeras leyes de Kepler dicen: 1.9, los planetas des-
criben elipses i el Sol estd situado en uno de sus focos; 2.9, el
drea descrita por el radio rector, que une el planeta con el Sol,
varia proporcionalmente al tiempo.

Se deduce de la segunda lei que la fuerza 7 que obra sobre
un planeta es constantemente dirijida hdcia el Sol; en seguida,
se deduce de la primera lei que la curva de las fuerzas es una
circunferencia.

La intensidad de # es dada por la férmula (3) del capitulo
anterior:

p=tf

’Z

Para un mismo planeta, X1 C son constantes; luego la fuerza
es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia del
planeta al Sol. ,

Calculemos los valores de Ci R

para un planeta determinado.

Figtr ” Sea (fig. 17) AB la elipse des-

crita por el planeta, # su foco, @ i
o sus ejes. La curva de las fuer-
zas es una circunferencia cuyo
centro estd sobre una perpendi-
cular FCal cje mayor de la elipse;
para determinar el centro, basta
considerar el punto A/, situado
sobre la ordenada del foco i trazar
en este punto la tanjente M7 a
la elipse; tomemos sobre esta
tanjente, una lonjitud M7 tal
que el drea del paralelédgramo M 7NF sea igual a m( (Ces

. a4
la constante de las dreas: 2 -7[); el punto V es un punto de la

curva de las fuerzas i, como la tanjente en este punto, a la curva
de las fuerzas, es N7, el centro se encontrard en el punto C, si-
tuado sobre la perpendicular, en &V, a VT el radio R serd igual
a VG, luego si p es el pardmetro de la elipse

Rp:;{zC
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Segun esto

. m(C?* mC?a
- pr: - b2

Por otra parte, si 7 es tiempo de la revolucion del planeta,
-se tiene
c_2mab
7
Luego
772 3/‘3 - 2 43 722
F:m4, = ﬂ d =4T_,a .
Tp%r? 7

La tercera lei de Kepler dice: los cuadrados de los tiempos
-de revolucion de los planctas son proporcionales a los cubos de
los ejes mayores de sus drbitas; luego, en todo el sistema pla-
netario, la fuerza es el producto de una misma constante por la
masa del planeta considerado i por el inverso del cuadralo de
su distancia al Sol.

La misma lei rije los movimientos de los satélites al rededor
de un planeta; la constante solo cambia de valor.

Por una sucesion de inducciones naturales, Newton llegé a la
conclusion que, en el sistema planetario, dos puntos materiales
cualesquiera, de masas 7 i 7’ 1 a una distancia » uno de otro
_parecen ejercitar, uno sobre otro, una atraccion, dirijida segun
la recta que los une i cuya intensidad es

J !

72

Ta constante f es comun a todo el sistema planetario; es la cons-
Lante de la gravitacion universal.

DETERMINACION DE LA MASA DE LOS PLANETAS

Sea M la masa del Sol; ai 7 el semi-eje mayor i el tiempo
de revolucion de un planeta se tiene
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Supongamos ahora un planeta de masa yu isean a’/, 77 los-
elementos que caracterizan el movimiento de uno de sus saté--
lites; se tendra tambien

Aw?a’®
Fu= AT
Luego
" a’t %
M oad 7'z

Fsta férmula permite comparar las masas de los planetas:
con satélites a la masa del Sol.

Ca'culemos, por ejemplo, Ia masa de la tierra; sea p ¢l radio-
terrestre; a’ 1 77 se referiran a la Luna i @, 7" a la Tierra, en su
movimiento al rededor del Sol, tendremos

a'=60p 7T=365 dias
P
o= 8,80sen1” T'=273 id.
Luego

= = —————— Mas 0 Ménos.

La masa del Sol es, por consiguiente, 330,000 veces mayor
que la de la Tierra.

VERIFICACION IMPORTANTE DE LA LEI DE NEWTON

La Luna, en sumovimiento al rededor de la Tierra, satisface
sensiblemente a las leyes de Kepler, luego si 2’ es el semi-eje
mayor del 6rbita i 77 el tiempo de larevolucion, la Tierra ejer-
cita, sobre un cuerpo cualquicra de masa 7z, situado a la distan-
cia 7 de su centro, una atraccion

Si, en esta férmula, se supone # igual al radio p de la Tierra
la fuerza # debe ser la fuerza con que la Tierra atrae un cuerpo
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de masa 2, sitvado a su superficie, luego F debe ser igual a
mg i se debe averiguar la relacion
_ 4 w3 a’s I
772 pz
Para hacer el cdlculo numérico se deben esprésar las lonjitu-
des en mectros i los tiempos en segundos; se tiene entdénces apro-
ximadamente :

a' =60 P
2 7 p=40.000,0CO metros

7' =27,3x 24 X 60X 60 segundos

Con estos valores niimericos se obtiene

4 w2a’? 1 n
s =93

Es precisamente el valor de &

Al hacer por primera vez este calculo, Newton habia adop
tado, parael radio p dela Tierra, el valor conocido en esa época.
El resultado de su cdlculo le dié entdnces

La diferencia entre este valor i el de ¢ le parecié demasiado
grande para admitir que la atraccion de la Tierra, sobre la Luna,
tuviera el mismo orijen que la pesantez 1 dejé.a un lado la idea
grandiosa de la atraccion universal.- Dieziseis afios mas tarde,
Newton supo que Picard habia obtenido, con medidas exactas;
un valor del radio terrestre mui distinto del conocido hasta en-
ténces; volvié a emprender el cilculo i obtuvo, en fin, la verifi-
cacion tan deseada,

LOS CUERPOS CELESTES PUEDEN SER CONSIDERADOS
COMO PUNTOS MATERIALES

En el cdlculo que hizo Newton para comparar-la atraccion
de la Tierra sobrela Luna isobre un cuerpo situado a la super-
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ficie misma de la Tierra, se ha supuesto implicitamente que toda
la masa de la Tierra estaba concentrada en su centro.

Del mismo modo, hemos considerado hasta ahora, los pla-
netas como simples puntos materiales, aunque las dimensiones
de estos cuerpos no eran infinitamentec pequefias respecto de su
<cambio de lugaren el espacio. Demostraremos que la forma es-
férica de estos cuerpos i la naturaleza de las acciones que obran
entre ellos justifica este modo de hacer.

ATRACCION DE UNA ESFERA FORMADA POR CAPAS ESFERICAS
I HOMOJENEAS

Consideremos en primer lugar una capa homojénea infinita-
mente delgada i (fig. 18) un punto 4 de masa » situado en el
interior de esta capa, la atraccion
resultante de todos los puntos de
la capa sobre el punto 4 es igual
a cero,

Sea, en efecto dr el espesor de
la capa i D la ma¥a de la unidad
de volumen de la materia conte-
nida en esta capa, D es la densi-
dad. Considercmos en 4 dos conos
infinitamente delgados, opuestos
en el vértice A, i sea dw el dngulo
sélido de este cono; (dw es el area
de la interseccion de uno de los conos por una esfera de cen-
tro A i de radio zzo.) Los dos conos cortardn, en la capa esfé-
rica, dos elementos materiales cn 37 i 3. Sea « el 4ngulo de
AM con el radio OM, este dngulo serd tambien el que hace
AM con 0. El volimen del clemento material en M es

dr dw. A /1/1'

Su atraccion sobre 4 serd dirijida de 4 hédcia M, i su intensi-
dad sera
Ddr d
Fefun 297 7 LoAM _fmADdrdoL

cosa
cos a X Aﬂ[ >
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Del mismo modo, la atraccion de M sobre 4 es dirijida
desde A4 hécia M’ isu intensidad es

I
gy D7 A_M _ gy Drdu_

cosax AM

cos a

Se ve que F=F"; luego las atracciones de M i M sobre
A se hacen equilibrio. Lo mismo sucedera para el.con-
junto de todos los conos que tienen '
su vértice en A4, lucgo la atraccion
total de toda la capa esférica so-
bre A es nula.

Supongamos ahora (hg. 19) que
el punto A4 esté en el esterior de la
«capa esférica. Sea Od = i0M =~
-l radio de la capa; B un punto de
04 tal que

OB x 04 =v*

i a cl dngulo BMO. \
En el punto B consideremos un \\

-cono infinitamente delgado de 4n-

gulo sélido dw; este cono cortard,

en la capa, una masa de materia igual a

DdrdoxBM

CoS a

La atraccion de este elemento sobre 4 serd por consiguiente

Fe Jm D drdewx BM
-
MAxcos a
Es bien cvidente que la atraccion resultante de la capa en-
tera, sobre cl punto 4, serd dirijida segun A0 i su intensidad
serd por consiguiente

R=2Fcosa=fm D drZ i@’XBM
MA

z
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Por otra parte se tienc
BM 7
MA ~— a
Luego

R=fuDdr’ Sdu

La suma de los dngulos sélidos dw es igual al drea de la es—
fera de radio uno, luego a 4, finalmente

2 dr

R=fmD 4m —

-

a‘..

Sea u la masa de la capa esférica, se tiene
u=47r*dr D

Luego
R=Smu

a?

Asi la capa esférica atrac el punto 4 como si toda su masa
estuviera concentrada en el centro de la capa.

Este resultado se estiende inmediatamente al caso de una
esfera llena, compuesta de capas esféricas homojéneas; cada una
atrae un punto esterior como si estuviera concentrada en el
centro de la esfera, luego la atraccion total de la esfera sobre
un punto esterior es la misma como si la masa total de la es-
fera estuviera concentrada en su centro.

El caso estudiado es sensiblemente el caso de los planetas i
del Sol; por este motivo se puede considerar todos estos cuer-
pos como puntos materiales.

ECUACIONES JENERALES DEL MOVIMIENTO DE UN PLANETA
AL REDEDOR DEL SOL

Sean (fig. 20) #2 la masa del planeta considerado i M/ la del
Sol; m; la masa de uno de los planetas que perturban el movi-
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1miento de 7. Consideremos un sistema de ejes rectangulares,
fijos en el espa- ' Fig.29
cio, i sean, res- i ~'

pecto a este sis- i

tema, X, Y, Z 7
las coordena- . /
das del Sol /
£ 5, ¢ las del
plancta m 1 £;, /
71, Ci los del BASES

planeta 7z;; 7, MlL— o
r;, 0 las dis-

tancias Mm, ¢ X
M i, . -
En proyec- / /

cion sobre OX ‘
€] movimiento /

de e satisfard Y
a la ecuacion

Ve ) £
——> = f M A= + 3 fonm ~56‘—§
; 3

El signo X se estiende a todos los planetas tal como mz; que
perturban el movimiento de 2. -

El Sol se mueve igualmente en el espacio i la proyeccion so-
bre OX de su movimiento satisface a la ecuacion

p a® *Xv _ y f‘—* X < § .
M= =f Mm>—— + I f Wm;-
O bien _ .
a ‘Xv,_ - E"‘Y < Ex -X
(2) 7o =fm S + 2 fony S

Para determinar el movimiente del planeta 7, al rededer del
Sol, consideremos un sistema de tres ¢jes rectangulares para-
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lelos al primero i que tiene su orijen en el centro del Sol. Scan,
respecto de este sistema, z, #, # las conrdenadasdem 1 x; yiz:
las de m2; se tendrd evidentemente

r=f-X
X3 :f; —-—-./Y

Si se restan eéntdnces las ecuaciones (1) i (2) se obtiene

a’gft’_ AL 1 od [N A/xi——x *i
g = (M) S Sy =)
I, del mismo modo

3 { : (7 ‘
_dz_g’= _f(M+m)rls+Efmi \ygisyﬂ*",]ﬁ >
d 2 ) z Z;—3& Zi
,dﬁz_f(ﬂ//+7/z);§+ﬁfm ( 8;3<*—7’i—3>>'

Se tiene ademas
y2=x2 +}’2 +ZZ
rit=xit 4yt et
Sit=(xi =)+ (i —¥)2+(2; —2)*

Despreciamos, en primer lugar, la accion de los planetas per-
turbadores, las ecuaciones (3) se reducirdn a las siguientes

[ d*x o x

-E,_T = —f(ﬂ{—%"ﬂl);;
(4) LY e F M+ )
) dtt o r3

d%z z

——=—f (M +m) -
\ dr: S M+ )73

Estas indican que, el planeta se mueve como si el Sol estu-
viera fijo i como si el planeta estuviera sometido a una atrac-
cion, dirijida hdcia al sol, i de intensidad

J(M ) m

=l
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El movimiento asi simplificado de!l planeta es, en resumen,
determinado por las ecuaciones diferenciales (4) que sc tratad

integrar ahora.
INTEGRACION DE LAS ECUACIONES (4)

Se deduce de las ecuaciones (4) las siguientes

a2z azy
y_d—t:’—b dare
dr
AE T aE T
dry dirx
Yar Y aE =0
Luego
. dz (/_}/
77&"‘3 7“61
dx dz
Tu T =G
rz’y dx
TV ar =G

I en seguida

Cix4+ Coy+Coz=

Luego el planeta se mueve en un plano que pasa por el Sol.

Tomaremos este plano como plano de coordenadas i las
3 . s .
ecuaciones (4) se reduciran a dos: hagamos, para abreviar

(5) J(M+m)=pu
Tendremos
dix x
) di? B
6 .
. : d“yzw Fa
\ 2 # I

De estas se deducird como mas arriba

a')/ dr
a5V =¢
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Pongamos
x=#cos @
y=vsen 6
Tendremos
dB
/ 22V
7) rr=C

Se ve que las dreas descritas por el radio vector que une el
planeta al Sol varian proporcionalmente al tiempo; € se llama
por esta razon constante de las dreas; la relacion (7), deducida
-de (6), es una primera integral.

Se puede obtener otra; en efecto se deduce de (6)

YA i aAr T e PTREAY,

dr dix | dy diy 2M< dr dy>
Sea v la velocidad del punto, el primer miembro es la deri-
vada de #* i, en el segundo miembro, se tiene

d.r+ _{i_')i_‘(z’r
T ar T dr

luego

dt T vt dr M

I
d(v*)  z2u dr d(?)

La integracion es inmediata 1 se tiene
20
® =2ty

H es una constante 1 la integral obtenida es la espresion del
‘teorema de las fuerzas vivas. En resimen (7) 1 (8) son las inte-
:grales primeras de (6).

La ecuacion (8) puede escribirse tambien

40\ [ &
R
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ECUACION DE LA TRAVECTORIA

Esta resulta de la eliminacion de £ entre las ecuaciones (7) i
(9) se obtiene asi

(10) +

\I zl’(”)/ = 7’ H

Esta ecuacion es la integral de la siguiente

1 de esto se deduce

It =——"—
(o) 1+ecos (B—a)
Es la ecuacion de una cdnica referida a su foco. Como (11)

debe ser una consecuencia de (10); los dos constantes ¢ 1 ¢ de-

ben satisfacer a (10), por consiguiente se debe tener, al reempla-
zar 7 por su valor

_%(1 —e?)=H
Sean a1 4 los ejes de la conica, se tiene

(Iz) C.: b..

e [Z

Sea tambien 7 el tiempo de la revolucion, el valor de Ces

C=27ab
Luego, segun (12)

fL’%:Jii =u=f(M+mn)

I.a espresion (f M +m) varia con el planeta considerado
puesto que su valor es funcion de 7; sin embargo, como m es

jeneralmente insensible delante de la masa 4/ del Sol, se pedrd
TOMO XCIV

23
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considerar /(M + m) como sensiblemente igual a f/, es decir
como una constante para todos los planetas; a esta érden de
aproximacion, la espresion

72

es constante para todos los planetas.
Es la tercera lei de Kepler, la cual, como se ve, es solo
aproximativa.

ESPRESION DE LA VELOCIDAD

El valor de A que figura en la férmula (8) es tambien igual

a ! luego
a’ g

Se ve que la naturaleza de la cénica depende solo de v i de
7 i no del 4ngulo que hacen entre si estas dos direcciones.

MOVIMIENTO DEL PLANETA SOBRE SU TRAYECTORIA

Las ecuaciones (6) son equivalentes a las dos siguientes
b* '
a
=
1+4¢ cos(0—a)
a0 C— Zrﬁ

y: =

dt T

Sea w el dngulo §--a; este dngulo es el que el radio vector
del planeta hace con la direccion que va al perskelzo; w se llama

. 2a
en.astronomia, anomalia verdadera. Sea tambien 21" =n;, n se
llama movimiento medio del planeta; tendremos entdnces

ai—e*
(13) = (a1—e)
I1fecosw
az

. v o ST
72 =" a1 —e?
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Espresamos # en funcion de #, es decir eliminamos w; ten-
dremos

ndt= __rjr_w_wf
, a,jate* —(a—r*?)
Pongamos
a—r=ae¢cosu
O bien
(14) r=a(1—ecos u)
Tendremos

ndt=(1—ecosu)du
Sea T una constante, se deduce de la ecuacion precedente
(15) n(é—r)=u—esenu

El angulo % se llama anomalia escénirica.
Cuando z=o0 el planeta estd en perihelio, es una consecuen-
cia de (14); en este mismo momento se tiene

t=~

luego r es el momento en que el planeta pasa al perihelio.
Igualemos ahora los valores (13) i (14) de #, tendremos

@ (1—¢%)
— =g (I—¢
Itz cosm a( cos#)
Luego
cos #—e
(16) cos w= —
I—¢cosu

Esta férmula da w cuando se conoce #; como # es definido
en funcion del tiempo por la ecuacion (15) se ve que finalmente
7 1 w son conocidos en funcion de ¢

La ecuacion (15) es trascendental i se llama ecuacion de Ke-
pler.

Para calcular w se trasforma la férmula (16); se deduce de
ella
w (1—e)(1+cosu)

2" T i—ecosm
(1+e)(xt—cosu)
1—ecosu

I+ Cosw=2 cos?

.. W
I—COos w=2sIn~ —;—=
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Luego

L e P —

2 Ji—rcosu

J[_ecf)s—

7%
sen —=""x
2 Ji—e¢cosu

w I1+4+¢ %
tg—= —  to—
g2 T—e 32

Son las férmulas usuales del movimiento de los planetas.

FUNCION PERTURBATRIZ

Consideremos las férmulas completas (3) 1 sea una funcion
P definida por la relacion

- 1 xvi+yyi +aeq
(17) P=3fm; <6—_——-§%—*~)

Se tiene

De manera que las ecuaciones (3) pueden escribirse

‘%’i = —f (M) + sz
d*y y | 4aF
{(18) 7‘{72—.-—f(jld'—km) + — a
d*z z dpP

e = (M) 2
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La funcion P se llama funcion perz‘uf&ntrz'z. Cuando se des-
precia esta funcion se obtienen las ecuaciones (4) que son las
del movimiento eliptico. Se concibe que, cn jeneral, el movi-
miento de un planeta serd sensiblemente eliptico, pues las ma-
sas m2; que figuran como coeficientes en la funcion 2, son mui
pequefias respecto a la masa 4/ del Sol; por esto es que, en una
primera aproximacion, las leyes de Kepler representan mui
sensiblemente los movimientos de los planetas.

Hemos visto mas arriba que las ecuaciones (4) permiten re-
solver completamente el problema del movimiento del planeta.
No pasa lo mismo con las ecuaciones (18), su integracion com-
pleta es en efecto imposible, de suerte que, en la prictica, se
trata solo de obtener soluciones aproximadas. El estudio de la
funcion £ ila resolucion aproximada de las ecuaciones (18)
constituyen el problema fundamental de la mccdnica celeste.

Consideremos ahora la funcion

v=-LOH)_py onst.

Las ecuaciones (18) se trasforman en las siguientes

a’zx__dV
drr T dv
@y dV
art T T dy
dz __ 4V
drr T dz

Se ve que la funcion ¥V es el potencial del medio activo hi-
potético en el cual se mueve el planeta Fsta funcion V7 satis-
face a una ccuacion importante. Se tiene en efecto

a7

p _f(Mer){—— - } S/ml{ 5i3+ (—%{)—Z
d—-gz_f(ﬂf+77l)1 3 } \ﬁwl{ +3(y16_g,)2g
v z*  —2)e]
ZZ?:f(M'*‘m) {%_ 375 }_—'ﬁ” { (251152) g
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I sumando
aV &V dr v
 E I R
Es la ecuacion de Laplace.
A. OBRECHT

(Continuard)




