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SEGUNDA PARTE
DE LOS SISTEMAS MATERIAILRES

( Continnacion)

CAPITULO XII

DETERMINACION PRACTICA DEL CENTRO DE GRAVEDAD
DE LOS CUERPOS

Se ha demostrado mas arriba (cap. 11) que el centro de gra-

T o C s e mwsamdbn daeen At
vedad de un cuupo O3 Gn punts joométrico, onvac conrdenadas

son dadas por las férmulas
ME=2mx
(1) My =Ziry
M{=Zms
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Estas férmulas son una consecuencia de la propiedad si-
guiente: si en todos los puntos de un cuerpo se aplican vec-
tores paralelos, del mismo sentido’i de magnitud proporcional
a la masa del punto de aplicacion, la resultante del sistema de
estos vectores pasa por el centro de gravedad, cualquiera que
sea la direccion comun de los vectores.

En varios casos, el cuerpo considerado es la reunion de z
cuerpos, cuyos centros de gravedad son conocidos; se puede
entonces aprovechar esta circunstancia para simplificar el pro-
blema.

En efecto, la resultante de un sistema de vectores - paralelos
no cambia cuando se reemplazan algunos grupos de vectores
por su resultante parcial, luego, en el caso considerado, pode-
mos reemplazar el cuerpo por un sistema de # vectores, aplica-
dos en los centros de gravedad de los # cuerpos i de magnitud
proporcional a las masas respectivas de estos cuerpos.

En resimen, el problema se reduce a buscar el centro de
gravedad de » puntos jeométricos, en los cuales se supone con-
centrada la materia de los # cuerpos; todavia- este Gltimo pro-
blema sc reduce a buscar, en dos direcciones diferentes, la re-
sultante de 7 vectores paralelos,

Centro de gravedad de dos puntos

Sean A4 i Bdos puntos, m i 7’ sus masas; se puede suponer
que 4 i 5 son dos puntos jeométricos i 72 1 #” las masas con-
centradas en ellos. El centro
Fig. 41 de gravedad estara situado
sobre A B, en efecto, se pue-
de elejir 4 B como direccion
comun de los dos vectores
aplicados en 4 i B; la resul-
tante i, por consiguiente tambien el centro de gravedad, estardn

- situados sobre esta recta.
Para determinar la posicion & del centro de gravedad, supon-
dremos que la direccion comun de los dos vectores es perpen-
dicular sobre 4B, la resultante pasard por el punto G. Es-

m+m' my

A o~ ol
<
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presemos que su momento, respecto del punto G, es igual a la
suma de los momentos de las componentes, tendremos

O=4 GXmn—G Bxw
O bien

4G G B

(2) w T m

Se puede adoptar, como medida de cada vector, la medida
misma de Ja masa del punto de aplicacion; la resultante serd
entdnces igual a m + 777, ‘

De ahi se deduce que, para determinar el centro de gravedad
de un cuerpo o de un sistema de puntos, se pueden reemplazar
dos puntos A 15 de masamim’ porun punto G de masa
m+m', el punto G esta situado sobre A4 B i su posicion es
definida por la relacion (2).

Inversamente, un punto G de masa m+m’ es equivalente a
dos puntos A i B, de masas m 7 m’; los tres puntos 4, B, G,
estan sobre una misma recta i su posicion respectiva es definida
por la misma relacion (2).

Centro de gravedad de tres puntos
Sean (fig. 42) 4, B, C tres puntos de masa 2, #’ m"; los dos

puntos 5 i C pueden reemplazarse por el punto 2 de masa
w4+ m" 1 se tendrd

(3) L= C

En seguida, los dos puntos D i 4 pueden reemplazarse por

o

un punte G de masa m -+ +2" 1 se tendrd

D 7
() e G4
" N
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El punto G as{ obtenido esel centro de gravedad buscado.

Si en vez de princi-
piar por los puntos B i
C se hubiera principia-
do por los puntos (i
A, se hubiera obtenido
de otra manera el mis-
mo punto &, pues este
centro de gravedad es
unico; de ahl se dedu-
cen algunas propieda-
des jeométricas; en
efecto, se tiene en la
figura (42)

] E C _ £ A

T m "

gF A _ F B
' m

Si se comparan estas dos relaciones con (3), se obtiene

BDOXECXFA=D CxE AXE B

De la relacion (4), comparada con (3), se deducen relaciones
anadlogas.

Casos particulares

1.Y Silas tres masas m, #2, 7" son -iguales, las rectas A D,
BE, CF son las tres medianas del tridngulo 4 B C, luego
las tres medianas de un tridngulo deben cortarse en un mis-
mo punto; ademas la relacion (4) da entdnces

DG _ G 4

K/ 2 m
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O bien
pG:}GA

2.° Sila masa de cada punto es proporcional a la lonjitud
del lado opuesto, los rectos 4 D, B E, C F son las tres &isec-
trices del tridngulo 4 B C, luego las tres bisectrices de un
tridngulo deben cortarse en un mismo punto.

Centro de gravedad de punios de misma masa untformeimnente
repartidos sobre un arco de circunsferencia

Sea (fig. 43) O el centro de la circunferencia i » su radio, el
centro de gravedad se encentrard sobre el eje de simetria OX.
En efecto, a cada punto situado a un lado de OX, corresponde
otro de misma masa, simétrico del primero con respecto a
OX; los dos puntos censiderados son equivalentes a un punto
de masa doble, situado sobre
0.X; finalmente, el centro de
gravedad buscado es el de
cierto numero de puntos si- Fig. 43
tuados sobre OX, luego este Y ‘
centro estard, tambien sobre
(X. Sea £la abcisa del cen-
tro de gravedad, respecto del
orfjen O se tendrd

-7
P

=
ST

(

i

=

L N G
1
)
=

ME=Zmx

En el caso considerado,
2s constante para todos los
puntos i M es igual a » ve-
ces 772, luego

B ity It

) e
)

S

Sx

> 7

C

R O

Consideremos una porcion
de poligono regular de = lados, circunscrito a la circunfercacia

de racio 7, i tal que los puntos de masa m sean los puntos me-
TOMO XCVIII . 17
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dios de los lados consecutivos. En la fig. (43) el primer lado de
este poligono es M/ i el primer punto de masa  es el punto
A situado en el medio; la abcisa de este punto es O P; unamos
O A4 ipor los puntos M i H tracemos M H', H H' paralelos
a0 YiOJX;los dos triangulos M A H' 1 A O P son seme-
jantes i O 4 es igual a 7, luego

or _  MH
- M H

Pasando al punto siguiente 5 tendremos tambien

00 _HEK

=

7 H K

I asi en seguida. Sea « la lonjitud comun de los lados del

poligono circunscrito, tendremos

St=0 P+00Q..=(MH +H K'+..)
a
La espresion entre paréntesis esla lonjitud de la cuerda
M N que cierra el poligono; sea ¢ esta lonjitud, tendremos

> = 1i

Luego

-Sea todavia s el perimetro total de la porcion del poligono,

ce tendrd tambien
(5) f:?
CENTRO DE GRAVEDAD DE LAS LINEAS

Supongamos que se divide un cuerpo por una serie de ‘planos
paralelos infinitamente préximos, el centro de gravedad de la
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materia contenida entre dos plancs consecutivos estard situado
entre los dos planos, puesto que se puede elejir la direccion
comun de los vectores paralela a los planos considerados; en
el limite, estos'centros de gravedad dibujaran en el espacio una
curva continua i el centro de gravedad del cuerpo serd el de
esta linea jedmetrica sobre la cual se puede suponer concen-
trada la materia de todo el cuerpo.

Segun esta definicion, un elemento s de la linea tendrd una
masa pds i p sea una cantidad determinada en cada punto de
la linea. :

Se tendra en este caso, para la coordenada £ del centro de
gravedad

-t
/_4‘0(2'5

Si p es constante, en todos los puntos de la linea, su valor
representa la masa de la unidad de lonjitud i el valor de £ se
reduce a

<,
(6) £= ’:‘ff

S

s es la lonjitud total de lalinca considerada. En lo que sigue su-
pondremos siempre que las lineas son homojéneas, es decir que
p es constante.

Arco de circunferencia

La (fig. 44) AB un arco de circunferencia, O su centro, x el
radio, s la lonjitud del arco icla lonjitud de la cuerda 45; el
centro de gravedad estard situado sobre el eje de simetria OX.

OY, sean x, , las coordenadas de un punto A/ i 6 el angulo
MOX se tendrd

z=rcos
y=rsen

ds=ru 0




ot
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Luego
xds=r*cosfd O=rdy
I tambien
Srxds=r Zdy=rc

Luego, segun (6), la abcisa de] centro de gravedad sera
b=l g k=)

re
Fig. 44 £= r
! X ) Es la misma férmula obte-
AN nida mas arriba en el caso de

n puntos de la misma masa,
repartidos uniformemente so-
bre un arco de circunferencia;
X es bien evidente, en efecto,
¢ [E que los dos casos son andlo-

gos i que el perimetro del po-
ligono circunscrito se confun-
de aqui con la lenjitud mis-
ma del arco.

o
rid

.

WS T T T T T

Construccion grifica
, _ - Sobre la tanjente en 4 al
arco A CB tomemos una lonjitud AV igual a la mitad del arco s
es decir, igual al arco AC; unamos el punto medio £ de la cuer-
da 45 con N i bajemos desde 4, una perpendicular sobre ZN;
el punto G de interseccion de esta perpendicular con OX es el

centro de gravedad del arco; en efecto, se tiene en los tridngu-
los semejantes A0G i AEN,

0G_AE
04~ AN
() bien
0G =7~
Ry

Areo de cicloide

Consideremos (fig. 45) al arco de cicloide correspondiente a
una vuelta completa del circulo jenerador; si » es el radio de
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este circulo, la lonjitud total del arcoes s=8 » el centro de gra-
vedad G estard so-
bre una perpendicu-

i/

lar AH en el medio Fig. 45
de la base; sea 5 su b(l
distancia a OX, se i ,
tendrd | /—i .
_Zyds ! ': N
7] ——’87; 1 :;
T

Se tiene ahorsa, en
funcion del dngulo «

y=7 (i—cos )

Y
ds=2 r sen ;q’u

Luego .
NEr: ez 32
Ty ds=2 7"[ * (1—cosu) sen “du=""r
< 3
o

Finalmente

Se ve que el centro de gravedad G estd situado a los dos ter-
cios de la altura a partir de la base.

Centro de gravedad del pevimetvo de un tridnguio

Sea (fig. 46) un tridngulo ABC; el centro de gravedad de
¢ada lado estd en el punto medio, luego el problema consiste
en determinar el centro de gravedad de tres puntos cuyas ma-
sas son proporcionales a los’ lados correspondientes del tridn-
gulo; sean A, B’, " los puntos medios; en el tridangulo A4’ B’ C'
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la masa de cada vértice es proporcional a la lonjitud del lado
opuesto, luego el centro de

Fig. 46
gravedad G estd en el punto
A de interseccion de las bisec-
/\ trices del triangulo A4’ B/ {7

Centro de gravedad del pevi-
melro de una porcion de po-
Y ﬁ L lgono regular.
\ y
A

/ El centro de gravedad de
B —

cada lado estd en su punto
medio. es decir, sobre la cir-
cunferencia inscrita, luege el
problema consiste en determinar el centro de gravedad de #
puntos de la misma masa, uniformemente repartidos sobre una
circunferencia; sea entdnces s el perimetro del poligono, ¢la cuer-
da i 7 el radio de la circunferencia inscrita, 1a abcisa del centro
de gravedad serd

CENTROC DE GRAVEDAD DE LAS AREAS

Supongamos que se divide un cuerpo en una infinidad de
prismas infinitamente delgados, el centro de gravedad de cada
prisma estard situado en su interior i, en el limite, la succsion
de estos centros de gravedad dibujard, en el espacio, una su-
perficie continua; el centro de gravedad del cuerpo serd el de
esta superficie sobre la cual se debe suponer concentrada la
masa total del cuerpo.

Segun esta definicion un elemento & o de drea tendrd una
masa pdw i p serd una cantidad determinada en tndne log oun
tos de la superficie. ‘

Si p es constante, su valor representa la masa de la unidad
de drea; es este Gltimo caso que ‘consideramos en lo que sigue;
sea entdnces {) el drea total de una porcion de superficie, se
tendra :
: : Zomr=p 2 x dw

M=pQ
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1, por consiguiente
% ==
Areas planas

El centro de gravedad estd situado evidentemente en el pla-
no. Si la figura tiene un déidmeiro, el centro de gravedad estd
situado sobre este didmetro; en efecto, se puede dividir el drea
por una serie de rectas, infinitamente préximas i paralelas a la
direccion. conjugada del didmetro considerado; el centro de
gravedad de cada trapecio estard situado sobre el didmetro,
luego el centro de gravedad del 4irea se confunde, en el limite,
con el centro de gravedad de una infinidad de puntos, de masas
diferentes, situados sobre una misma recta; finalmente el centro
de gravedad del 4rea esta sobre el didmetro considerado.

Si una figura plana tiene dos didmetros, el centro de grave-
dad del drea estd a la interseccion de ellos. Asi, por ejemplo, el
centro de gravedad de un paraleldégramo es su centro.

Tridngulo

Cada mediana es un diametro del tridngulo, luego el centro
de gravedad estd en la interseccion de las tres medianas.

Se cobserva que este centro de gravedad es el mismo que ¢l
de tres puntos de la misma masa situados en los tres vértices
del tridngulo.

Trapecto

Sea (fig. 47) un trapecio ABCD; tracemos la diagonal BC;
dividiremas asi el trapecio en dos tridngulos, cuyas dreas son
proporcionales a las bases 4B=4 i CD=PA del trapecio. 5i se
conocieran los centros de gravedad de los dos tridngulos, bas-
taria considerar, en estos puntos, dos masas proporcionales a
4 1 B i buscar su centro de gravedad; ahora, un punto de masa
3 6, situado en el centro de gravedad del tridngulo ABC es
equivalente a tres puntos de masa &, situados en 4; B 1 C; del”
mismo modo, un punto de masa 3 B, aplicado en el centro de
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gravedad del tridngulo B C D, es equivalente a tres pun-
tos de masa
B, situados
en B, C, D;
tenemos
asi: 1.° en

Fig. 47

A ,un punto
de masa a
6, 20 en B
i € dospun-
‘tos de masa
B+, 3°en
D un punto de masa B. El centro de gravedad de estos
cuatro puntos serd el del trapecio.
Prolonguemos las dos bases paralelas i tomemos

LE=PBF=F
HC=DK=b

Los puntos, situados en A4 i D, pueden reemplazarse por un
punto de masa B+4, situado en 2, a la interseccion de AD i
EK i, del mismo modo, los dos puntos, situados en B i C, pue-
den ser reemplazados por un punto de masa 2 (B4 &), situado
en O, a la interseccion de BC i EX; finalmente, tendremos dos
puntos situados sobre £X; el centro de gravedad G estard so-
bre la misma recta; ademas se tendrd

PG=2G0

‘El punto G, se encontrara, por las mismas razones, sobre la
recta /4 £, luego esta a ia intersecciou de F77 1 LK.

Sector de poligono regular

Sean, como mas arriba, . » el radio de la circunferencia inscri-
ta, s el perfmetro del poligono i ¢ la lonjitud - de la cuerda; se
puede descomponer el poligono en tridngulos que tienen un vér-
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tice comun en el centro. Los centros de gravedad de estos trian-
gulos estardn situados sobre una circunferencia de radio

Como estos centros estdn uniformemente repartidos sobre
la circunferencia i simétricamente respecto de O X, la abcisa
£ del centro de gravedad serd

3

/
- ¢
£=y'.
s N

Ahora ¢ i 5 son evidentemente los dos tercios decis, luego
3 -

8 =75
Sector de civeulo

El sector de circulo es el limite de un sector poligonal de un
niimero infinito de lados infinitamente pequefios; la {érmula (8)
se podrd aplicar directamente i se obtendrd tambien

rc

2
— %
3

Ry

i

La construccion grifica serd andloga al caso de la figura (443,
i el centro de gravedad del sector sera, respecto del centro O, a
los dos tercios del centro de gravedad del arco.

Segmento de clrculo

El centro de gravedad estard todavia sobre el €je de simetria
del segmento; sea { su abcisa respecto del centro 0. El seg-
mento ABC (fig. 48) es la diferencia entre el sector OACB iel
tridngulo 0 A B; sean {' i {" las atcisas de los centros de gra-
vedad del sector i del tridngulo; si en los tres centros de grave-
dad, de abcisas §, ', {”, se aplican vectores perpendiculares a
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0O X de magnitudes proporcionales a las dreas del segmento, del
sector i del triangulo, el vector aplicado en el centro de grave-
dad del sector serd la resultante de los otros dos; tomemos los
momentos respecto del punto O tendremos

¢ x drea sector={ x drea segm. + {’ drea tridngulo.

Fig. 48 Sea % la distancia de B al
. radio OA, se tiene
//.
y
//
e , 1
. area sector = —’;7‘ s
K 2
e \
0 //}g \ G I¢
< | b
o \\z" ;
~ . . I-
NN drea tridng. = — 7/
\\ \\ 2
\\ N\
AN

. I
drea segm. = ;47(5'-/z)

. . i
Luego, si se suprime el factor comun— 7,

s =(sh) i+ 2 ("

Ahora
¢= 2
5 5
o 2 AT
3 Ia
Luego
2 ¢t fe?
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Espresemos en funcion del dngulo 40F que supondremos
igual a 20; tendremos las siguientes férmulas:

Abcisa del centro de gravedad del arco AB: = » 3_6;97_5@
Zd. del sector AOBC : § = % » {%ﬁ
4 sensf
7 ‘ a4 smif
1d. del segmento ABC: 3 ¥ Y
Segmento de pardbola

Sea (fig. 49) un segmento de pardbola A0B; referimos la
curva a dos ejes OX, 07, tales que
0X sea paralela a la cuerda 4 2 i Fig, 49
que O X sea el didmetro conjuga-
do; réspecto de estos ejes la ecua-
cion de la parabola ticne la forma

]/;K,r

El centro de gravedad estard si-
tuado sobre el didmetro O X; con-
sideremos un elemento de drea
comprendido entre dos cuerdas in-
finitamente proximas paralelas a
O 7, la masa de este elemento serd
nranarcional a ¥ dx 1 su centro de
gravedad P estard sobre OX, se trata de buscar el centro de
gravedad de los puntos andlogos a 2 situados sobre OX. Sea
@ la abcisa de la cuerda 4 B¢ la abcisa del centro de grave-
dad, se tendrd

_/o\ Xy dr
H/ajl dx
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O bien, sustituyendo a v su valor

S E /, dx

5//’ /:‘a .Ti} dx

»
L= a

v fos

Teoremas de Guldin

1. Ef dreade la superficie de revolucion, enjendrada por una
curva plana que jiva al rededor de un eje situado en su plano, es
igual al producto de la lonjitud dela curva por la cirvcunferencia
gue describe su centro de gravedad.

En cfecto, un elemento s de la curva, cuya distancia al eje
es z, enjendra una drea igual a 2 = x4 s, luego el area total A
enjendrada por el arco considerado es

A= z2x [ xds

Por otra parte, sea £ ladistancia del centro de gravedad, al
eje de rotacion 1 s la lonjitud total del arco; se tiene

Xids / = .

Luego

Lo que demuestra el teorema.

Aplicaciones

1.°. Consideremos una circunferencia de radio 7, cuyo centro
estd a una distancia a del eje de rotacion, el drea enjendrada
sera el area de un toro i su valor es

2wr X 2wa=4miar

2.° Busquemos e! drea enjendrada por un arco de circunfe-

148

s
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rencia que jira al rededor de un didmetro paralelo a su cuerda;
se tiene en este caso

TLuego

A=2x7rc

Si elarco esigual a una media circunferencia, ¢ es igual a 2 +
se tiene

11‘:4 T 7

3.2 El 4rea enjendrada por una cicloide que jiraal rededor de
su basc sera

rXS?‘:@EW r

-
J

A=27rX%

(%} E.]A

1. £/ voliimen enjendrado por una drea plana que Jira al re-
dedor de un ¢je situado en su plano, es igual al producto del drea
oy la circunferencia que describe su centro de gravedad.

En efecto, un elemento de drea 4w cuya distancia al eje de
rotacion es x enjendra un volimen igual a2 7 xrd o, luego si J
es el volumen total se tiene

V=2 zn/r dw

Sea, por otra parte, £ |a distancia al eje'del centro de grave-
dad del 4rea, i {2 el &rea total, se tiene

g___Zr do  [rdw
o7 o
Luego

Vo o

i

EAY
-
-

Lo que demuesta el teorema.
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Aplicaciones

1.0 El volimen del toro considerado mas arriba es

TrixX2wa=27%ra

2.° Busquemos. el volimen enjendrado por un sector circu-
lar que jira al rededor de un didmetro paralelo a la cuerda, se
tendra

ryc

!
It
SAREN

e
1

O=_rs
2

Luego

2.
V=20
2

Si el arco del sector es igual a2 una media circunferencia, ¢ es
igual a 2 7, enténces

3.2 El volimen enjendrado por una cicloide que jira al rede-
dor de su base es :

V=2xirx3mwri=sx2

CENTRC DE GRAVEDAD DE LOS VOLUMENES

Sea 4w un elemento de voliimen de un cuerpc; z, 7, 2z sus coor-
denadas i p la densidad en este punto, se tendrd para la coorde-
nada £ del centro de gravedad

Imx_ Zprdw
M Zpdw

S

3
i
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Si el cuerpo es homojéneo i, si ¥” es su voldmen total, la f6r-
mula anterior se reduce a

Supongamos que todas las secciones hechas en un cuerpo por
planos paralelos a cierto plano fijo, tengan el centro de grave-
dad de su érea situado sobre cierta recta determinada, el centro
de gravedad del volimen estard tambicen sobre esta recta.

En efecto, en este caso, el centro de gravedad del volimen
comprendido entre dos planos paralelos infinitamente préximos
estard situado sobre la recta o a una distancia infinitamente pe-
queifia de ella, luego en el limite, el centro de gravedad del cuer-
poesel centro de gravedad de la recta, sobre la cual se supone
concentrada toda la masa del cuerpo. Este resultado demuestra
el teorema.

NoTA.—SIi en un cuerpo existen varias rectas gozando de la
misma propiedad, todas ellas deben concurrir en un mismo pun-
to que es entdnces el centro de gravedad del cuerpo.

Centro de gravedad del letracdro

Unamos unvértice con elcentro de gravedad de la cara opuesta,
esta recta serd el lugar jeométrico de los centros de gravedad de
todas las secciones paralelas a la cara considerads, luego el cen-
tro de gravedad del tetraedro esta sobre esta recta.

Por la misma razon, el centro de gravedad estard sobre cada
una de las rectas que une un vértice con el centro de gravedad
de la cara opuesta, luego las cuatro rectas asi definidas se cor-
tan en un mismo punto, i éste es precisamente ei ceniro de gia-
vedad del tetraedro.

Se demuestra en jeometria queefectivamente, estas cuatro rec-
tas se cortan en un mismo punto G i que el punto G se encuen-
tra en la cuarta parte de cada una de ellas, a partir de la cara
correspondiente. ‘

Sc averigua ahora que el centro de gravedad del tetraedro es
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tambien el centro de gravedad de cuatro puntos de misma
masa, situados en los cuatro vértices.

De ahi se deduce que el centro de gravedad del tetraedro se
encuentra tambien en ¢l medio de la recta que une los puntos
medics de dos aristas opuestas cualesquiera.

Centro de gravedad de un sector esférico

El sector esférico puede ser counsiderado como la reunion de
una infinidad de tetraedos iguales e infinitamente delgados, cu-
yo vértice comun es el centro de la esfera. El centro de grave-
dad de cada tetraedro es a una distancia del centro igual a 7,
luego, en el limite, el centro de gravedad del sector serd el de
un casquete esférico cuyo radio es 7’ =%

Si se corta el casquete esférico por planos pdralelos ala base
i a distancia constante e infinitamente pequefia z unos de otros,
el centro de gravedad del drea comprendide entre dos pla-
nos seré situado sobre el radio perpendicular a la base ila masa
concentrada scbre el elemento #x de este radio serd proporcio-
nal d dr, puesto que el drea de la porcion de esfera comprendida
entre los dos planos es 2w7/dz; finalmente el centro de gravedad
del casquete esférico estd en el medio de la porcion del radio,
perpendicular a la base comprendido entre la base i el vértice
del casquete.

A. OBRECHT.
( Continuard).




