MECANICA RACIONAL

=

SEGUNDA PARTE

DE TLOS SISTEMAS MATBRIALES

( Continuacion)

CAPITULO XIII

DETERMINACION DE LOS MOMZNTOS DE INERCIA

Por definicion, el momento de incrcia de un cuerpo respecto
de un eje es la suma de los productos de la masa de cada punto
del cuerpo por el cuadrado de su distancia al eje.

Se ha establecido mas arriba (cap. VI) que, a un cuerpo dado,
corresponde en cada punto O del espacio un elipsoide de iner-
ria determinado: éste tiene la propiedad que el inverso del cua-
drado de cada radio vector es el momento de inercia del cuerpo
respecto al radio vector considerado.

Se ha establecido tambien que el momento de inercia de un
cuerpo respecto a un eje cualquiera es igual al momento de
inercia del” mismo cuerpo, respecto a un eje paralelo que pasa
por el centro de gravedad, mas el producto de la masa total del
cuerpo por el cuadrado de la distancia de los dos ejes,
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Se comprende asf que, en cada caso particular, bastard co-
nocer ¢l elipsoide de inercia de un cuerpo en el centro de gra-
vedad, para poder en seguida determinar el momento de inercia
del cuerpo, respecto a un eje cualquiera.

El elipsoide de inercia en el centro de gravedad serd deter-
minado si se conocen los tres momentos de inercia respecto a
los ejes principales del centro de gravedad o simplemente los
momentos de inercia respecto de tres ejes cualesquiera, parale-
los a los primeros, puesto que de estos altimos se pueden deducxr
fAcilmente los primeros.

Paralelipipedo vecto 7 homojéneo

Sean g, 4, ¢ las lonjitudes de las tres aristas dirijidas segun
00X, 0Y, OZ (fig. 50). Busquemos el momento de inercia [x del

paralelipipedo respecto al eje O, tendremos

=Zm(y* —{—,:f'z)zpj J([(yg + 2% )dxdydz

Sumaremos primero los
Fjg. 51 elementos situades en un
prisma paralelo a OX i

tendremos

T pfﬂy + )a’ﬂfoj"

= pa j (3* +2* )y dz

O -

x Sumaremos ahora ro-
dos los prismas analogos
comprendidos entre z i
z+dz, entonces

/

3
.[xzpajdsz(y2+z2)dy=pafdz(b:~+ b2? >
o .3
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Finalmente, haremos variar z entre ¢ i ¢, entonces

/b3 c? AR
frzf’“\‘c?'k%)“’mb“ 7

Sea A la masa total del paralelipipedo, tendremos

M= pabt,'
Tuego
7 =Mé:f£
X 3
Del mismo modo
[ =uite
4 3
]ﬂ = A/Wiijji
~ 3

Tracemos, por el centro de gravedad G, tres ejes paralelos a
Ias aristas, estos seran, en este punto, los ejes principales de
inercia; sean A, 5, C los tres momentos principales, tendremos

([b*l_*_(‘.?: b;_l_c:,

A=T —1 M
T 4 72
1, del mismo modo,
=y
. 12
24 By
c=wm®*
Iz

Con estos datos se puede calcular el momento de inercia I
respecto de un eje cualquiera; sea, por ejemplo, un eje situado
a una distancia A del centro de gravedad i sean «, 8, v sus co-
senos directores, respecto de los tres ejes principales se tendrd

o M 9 a2 P P - o o i
I::M.’.\‘«}-E[a‘ O +cP)+ B3 (2 +a*)+v° (a® +67)
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Esfera

Consideremos tres ejes rectangulares, cuyo orijen sea el cen-
tro de la esfera, estos ejes serdn siempre principales de inercia i
los tres momentos principalés son evidentemente iguales; sea /
su valor comun, tendremos

1=Zm (y*+2°)=2m (2% +22)=Zm (2% +3*)
Luego
31=2 Zm (x> 4% +22)

Designemos por # la distancia de un punto al centro de la
esfera i consideremos la porcion comprendida entre dos esferas
de radios » i #+ d7, la masa de esta porcion serd

awpridr
Luego, para esta porcion de esfera, tenemos
Zm (2 +yr+82)=quprtdr

Sea R el radio de la esfera, tendremos

31= ?,J R47rp?’idr: SWP{?S:

Luego
1= ks
—TET’D
Sea tambien A7 la masa total, se tiene
M:-f;—w,) R?
Luego :
=R

NOra~—Li valor obtenido para 7 permite escribir

P!f](}g’i-g:) di’{l’j’ ({Z:.‘SWPR‘;
_ : 15

Como los tres integrales

J[fz2d1'd]dz,ff]yﬂ dx dy dz,f[[zza’xdydz
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son evidentemente iguales en el caso de la esfera, su valor co-

mun sera
4o R
15
Elipsoide
Sea
xt 2 g2
_~+J’_ +—==I
a*® 6% ¢*

la ecuacion del elipsoide, fr su momento de inercia respecto

de OX, se tiene
. rrr

I'r;pj ”(y2+32)zira’ydz

Hagamos
r=axr
y=0by
z=cz
Tendremos ]
APy =
[ tambien

[,=pa bc” f(/ﬂy’ﬁ +eis') dy dy' d

las coordenadas 2/ ¥ 2’ que figuran bajo el signo de inte-
gracion varfan entre los limites correspondientes a una esfera de
radio uno, tenemos por consiguiente, segun la nota anterior

[[[rawaras= [ [rravararmie
4

Por consiguiente

_4 2 2
1:5—157.-,052 be(6® +c?)

La masa total del elipsoide es

ﬁf‘—‘%-m‘pa bc
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Luego
| =t
x 5
Del mismo modo
%+ a*
I = ——
g 5
[ = yEte
z 5

Cilindro recto

Supongamos el eje 0Z paralelo a los jeneratrices del cilin-

dro; sean {2 el drea de la base, Z la altura i p la densidad cors-
tante, se tendrd

S [k
I__c=p”](r+g-) dr dy dz:,;]zfj(y~+—§)drdy
(o e
Iyzp (8% +2%) dr dy de=ph (,r-+?)dxdy

I":pjjj(x"’ +y*)dz dy dz—:plzf[(,ﬁ +3)dx dy

Sea dw el 4rea elemental dr dy; la masa total del cilindro es

M=Qpr
Luego

_ M, ?
Iy—-ﬁ.f.ﬁf dw+M3

Mo, o, .
I, =52 (& +r°) do

Supongamos que la masa total del cilindro se condense uni-
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formemente sobre la base, de tal manera que /4 tienda hécia
cero; en ¢l limite se tendrd simplemente

M

Ix=—52y2dw
\ M
W sy
(1) /[y e do
Mo ., .
=@t de=1,+1,

Los momentos de inercia son ahora los de una seccion plana
material.

MOMENTOS DE INERCIA DE LAS AREAS PLANAS

Por definicion, el momento de inercia de una 4rea plana, res-
pecto a un eje, es la suma de los productos de cada elemento de
drea por el cuadrado de su distancia al eje. Es una definicion
puramente jeométrica; sin embargo, si se supone que, en todos
los puntos del drea, se ha condensado uniformemente cierta
cantidad de materia, de tal manera que la unidad de 4rea tenga
una masa igual a Ia unidad, el momento de inercia, definido
mas arriba, es precisamente el momento de inercia de la mate-
ria concentrada sobre la drea.

Segun esta definicion, si 4w es un elemento de 4rea en un
punto M del plano i » la distancia de M a cierto eje, el mcmen-
to de inercia 7 del drea respecto al eje es:

I=2rdo

Cousideremos trescjes rectangulares i supongamos que X0V
sea el plano del 4rea; sean I, IJ,, I, los momentos de inercia

respecto de los tres ejes, se tendrd por definicion:

/o =2p"dw
—_ N2
[,1/ =Zx?dw

[ =3( +y")do=Ly+ 1,

Estas son precisamente las férmulas (1) en las cuales la razon

—M~ es igual a uno.
) sxgu .
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E! momento de inercia / no cambia evidentemente cuando
z

los ejes OX 1 OY cambian de orientacion en su plano, luego la
suma de los momentos de inercia de una drea plana respecto
a dos ejes rectangulares cualesquiera, situados en su plano, i
que pasan por un mismo punto, es constante. Esta propiedad se
establecera directamente mas adclante.

VARIACION DEL MOMENTO DE-INERCIA CON LA POSICION |
DEL EJE

Aunque la lei de esta variacion puede deducirse de la teorfa
jeneral del capitulo VI, la estableceremos aqui directamente.
Suapondremos que los ejes considerddos estdn situados en el pla-
no del drea.

Resolveremos en primer lugar el probleina siguiente:

Conociendo el momento de inercia de una drea, vespecto a un eje que
pasa por su centro de gravedad, deteximinar su momento de inercia
respecto a un gje paralelo.

Sea OX un eje que pasa por el centrode gravedad, y la orde-
nada de un elemento dw; 0’X" un eje paralelo a OX, & su dis-
tancia a OX i la distancia de dwa O’ X, se tiene

Y=yt

Luego, si Q es el drea total

39/% dow= Syt do+ 6> Q — 263ydu

El ultimo término del segundo miembro es nulo, porque OX
pasa por hipétesis por el centro de gravedad del area, luego

2 do=2y*do+67Q
ELIPSE DE INERCIA

Sea O un punto cualquiera del plano de ladrea; OX, OY dos
cjes rectangulares 1 OP otro eje que hace con OX un dngulo 6;
consideremos. un elemento de drea dw; sean z, ¥ sus coorde-
nadas i » su distancia a 0P, se tieie:

7=y cos §—7 sen @

e !—%%
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Luego

72 =p%cos?8—21y sen B es 642 sen 20

I tambien
Sr?dw= cos*0 Sy*dw—2 senfcosh Zxydw+ sen?Zr dw

E!l primer miembro es el momento de inercia del drea respec-
to a OF, lo representaremos por /; hagamos tambien

[ Zytde=4
uQ Stydo=1B

/ Svidw=C
T;ndrcmOS
(3) /=4 cos 20—2B sen § cos 6+ C sen *§

Sea OP'uneje perpendicular a OF e /” el momento de inercia
del 4rea respecto a OF". Se tendrd segun (3) i reemplazando 6
por §+g0°:

I=Asen “"G%—-éb’ sen 6 cos B+ 0 cos*H
Luego

I+7=4+C

Es la propicdad establecida mas arriba: la suma de los mo-
mentos de inercia del 4rea, respecto a dos ejes rectangulares
cualesquiera que pasan por el punto O, es constante.

Tomenos ahota sobre OF un punto /V tal que

I
ON=—r__
pi 77

Sean X, Y las coordenadas de V se tendrd segun (3)

(4) 1=AX*—2BXY+CY?

Es la ecuacion de una cénica, referida a su centro; como el
momento de inercia I no puede ser igual a cero, ON no puede
ser infinito, luego todos los puntos de la cénica estdn a distan-
cia finita de O; en restimen esta cénica es una elipse. Esta se
Nama elipse de inercia en el punto O.
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Cuando el punto O es el centro de gravedad del érea, la elip-
se de inercia se llama e/spse central de inercia.

Silos ejes OX, OV son los ejes principales de la elipse, el
término en X'V de la ccuacion (4) debe desaparecer, luego se
debe tener entdnces

B=Zzrydn=o0
En este caso, la elipse de inercia tiene por ecuacion

AX2+CYi=r

i el momento de inercia I del drea respecto a un eje OP que
hace un dngulo 6 con OX, es

/=24 cos?0+ C senzh

Si el punto O es ¢l centro de gravedad del dreae#’ isi £ F
es un eje paraleloa O P, situado a la distancia Ade O, el mo-
mento de inercia del drea respecto a & # es

Sride=0 A*+ 4 cos® §+4+Csen? 9

Los ejes principales de inercia del centro de gravedad se lla-
man tambien ejes centrales de inercia.

Forma de la elipse de inercia en los diferentes puntos del plano

Supongamos que el punto O sea el centro de gravedad del
drea; O X, O Y los ejes centrales de inercia, la elipse central
tendra por ecuacion

A.zYz + C Yg =7
Sean a i & las coordenadas de otro punto O’ del plano; 0’ X7,

0’ YV’ dos ejes paralelos a los primeros; la elipse de inercia del
4rea en el punto O’ tendra una ecuacion de la forma

A X'*—2 B X' Y 4+C V=g

ok
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Se tiene ahora

A'=A+52 9
C'=C+aQ

B=04%y do=3(5—0) (y—b) dw
O bien ] o 7
B'=3zydo—aSydo—bSrdotab Q

El primer término del segundo miembro es nulo porque O X
i O YV son direcciones principales en O, los dos términos si-
guientes son nulos porque O es el centro de gravedad, luego

B=ab @

Se ve que B’ serd nulo si una de las dos coordenadas a0 &
es nula, es decir, si el punto O estd situado sobre uno cual-
quiera de los ejes O X o O ¥; luego los tnicos puntos del pla-
no en los cuales las direcciones principales de inercia son para-
lelas a las del centro de gravedad scn los puntos situados sobre
los dos ejes centrales de inercia.

Ean varios casos, la direccion de los ejes centrales es conoci-
da; por ejemplo, sila figura plana tiene un eje de simetria,
este es un eje central en todos los puntos situados sobre este
eje; en efecto, si el eje O Y es un eje de simetria de la figura,
se tiene evidentemente

E,r_y lz’w =0
Luego

B=o
Propiedad de los didmetros

Sea una drea planai OY” un didmetro conjugado de las
cuerdas paralelas a 0.X; si los puntos del drea se refieren a los
dos cjes oblicues OX 1 OY, isi 2/ »° son las coordenadas
oblicuas de un elemento 4w se tiene evidentemente

(s) 2 ¥ dw=o
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Sean z, 7 las coordenadas rectangulares del mismo elemento
respecto a OX i OV
i a eldngulo YOY7, se
ticne

=x—yiga

¥ =yseca

Luego
T2y do=

sec q Zxy dw—

sec alzaXy? dw
O bien segun (35)

(6) Zxydo—iga 2y do=o
Sea ahora

AX2—2B X V4 (CVe=r

la ecuacion, respecio de los ejes rectangulares de la elipse de
inercia en el punto O, la relacion (5) es equivalente a la si-
guiente
L—4dira=o

Esta relacion espresa que, en la elipse de inercia del punto O,
O Y’ es un didmetro conjugado de las cuerdas paralelas a O X.

La misma propiedad se aplica a todos los puntos del didme-
tro O Y7 i.en particular al centro de gravedad, situado eviden-
temente sobre este didmetro.

APLICACIONES

B o rt Aar eI
fortzmgi

[N

Sean a i & los dos lados del rectangulo dirijidos segun 0 X
i O V; busquemos en primer lugar los momentos de inercia
respecto de O X i O V; se tendrd

l,=2y* t{w’:ffyz da dy
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I, aplicando ia regla jeneral de integracion

a b b:}
]’,c:f yidy dezajyz(lj/:ag

Del mismo modo

Q=ab
Luego
5 =02
3
7, =%

Consideremos ahora dos ejes GX’, GV’ paralelos a los pri-
meros 1 que pasan por €l centro de gravedad G, sean Ai B los
momentos de inercia correspondientes, estos son evidentemente
los momentos de inercia principales, se tendra

Luego la elipse central de inercia, tiene por ecuacion
00 vs | on v
‘I-2(f1 N4 V)=1

Sus ejes son precisamente proporcicnales a los lados corres-
pondientes del rectdngulo, luego la elipse es semejante de otra
inscrita en el rectdngulo.

El momento de inercia 7 del rectdngulo respecto de un eje,
TOMO XCVI1il 23
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situado a la distancia A del centro de gravedad en una direc-
cion tal que su angulo con GX es 0, es

Q
I=2A% + (4% cos® f+a®sen® H)
12
Clreulo

Consideremos dos ejes rectangulares 0.Y, OV cuyo orijen
esté en el centro del circulo; los dos momentos de inercia son
evidentemente iguales i su valor comun es la mitad del mo-
mento de inercia respecto del eje 02 perpendicular al plano del
circulo,

En restimen sea / el momento de inercia de un circulo res-
pecto a uno de sus didmetros, » la distancia de uno de los ele-
mentos al centro, se tiene

2/ =2r*dw

Consideremos los puntos del circulo comprendidos entre dos
circunferencias de radios 7 i 7+ dr, el area de esta corona es

Ao =27 7dr
Luego, si K es el radio del circulo, se tendra

R R+
2/=2%] dr=27—

o

. R+
(7) /= LA
Eldrea @ del cfrculo es
Q=7 R2
Luego
7=0%
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2% ‘},2'
P TR

la ecuacion de la elipse, referida a su centro, el momento de

inercia respecto del eje O.X serd

]K =/]El2 v 1/41/

Hagamos todavia

r=ay’
= / J',
Tendremos
I =abe J[y*dx' by’
Como

2’2 4-]"‘ =1

la integral doble representa el momento de inercia de un cir-
culo de radio uno respecto de uno de sus didmetros, lnego su

. . -
valor es segun (7) igual a S ise tiene

E}

LT
l =Zab®

El drea total es

Q= yad
Luego

7, =o”

: 4

Se obtendria de la misma manera

Qa2
Iy, = T
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La elipse de inercia tiene por ecuacion
Z(e X e Ve =1
4
Se vé que esta elipse es semejante a la elipse propuesta

Paralélogramo

Sean a i & los dos lados del paralelogramo i 6§ el dngulo que
hacen entre ellos; el momento de inercia del paralelogramo
respecto del lado @ serd evidentemente el mismo que el mo-
mento de inercia de un rectingule de altura & sen 6, luego
podemos escribir

[ = 4*sen? §
I, del mismo modo
13 :99‘—3;#“'” 0

El centro de gravedad del paralelograma es su centro de
figura, consideremos en este punto dos ejes OX, OV paralelos
a los-lados @ 1 ; como estos ejes son didmetros del paralelo-
grama, la elipse central tendra dos didmetros conjugados diriji-
dos segun 0X, OV, los momentos de inercia correspondientes
serdn; como en el caso del rectdnguio,

6%2sen?h .
I, =8
12
2 a2
7 _o@’sen?6
Y 12

Luego la elipse central, referida a los dos ejes oblicuos 0.,
07 tendrd por ecuacion

Qsen? 8
i2

(62 X2 +a® V?¥)=1
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Esta elipse es semejante de otra elipse inscrita en el parale:
logramo

Tridngulo

Busquemos, en primer lugar, el momento de inercia respecto
de un lado. Sea (fig. 53) el
tridngulo ABC, a la lonjitud .
del lado BC i & la altura F15_53
correspondiente A H, consi-
deremos un elemento de drea
comprendida entre dos para-
lelas a BC, sea &’ la base de
este trapecio infinitamente
pequefo, x su distancia a 5(
i dx su altura; I, el mo-

mento de inercia buscado, se
tendrd

Pero
a h—x
a Vi3
Luego
b h h
h—x { a
L =al|—"atdi=alsdvr— |xbdx
Y/ A
o o o
O bien
72 [ AV L2
AN
* E 12

Finalmente, si Q es el drea del tridngulo

T IZZ
(8) L =9%

Tracemos por el centro de gravedad una paralela GX a BC
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isea 7, el momento de inercia del tridngulo respecto a G.X,
se tendrd

2

¢ {
13

AR
7, =Q% —(z(\

[OSHIPS

> —0

La mediana 4 D es un didmetro, luego las direcciones G.X i
G4 seran las de dos didmetros conjugados de la elipse central;
sea /, el momento de inercia del tridngulo respecto a GA i
CK =K la altura del tridngulo /1 CD; el momento de inercia de

ABC sera igual a dos veces el momento de inercia de ACD,
luego tendremos segun (8)

. .y . 4 “ a
Si el tridngulo es isdceles, K es igual a —; sea b el otro lado

del triangulo, se tendrd tambien

Luego los dos momentos de inercia dirijidos segun GX i GA

son entonces
Q /&2 a®
L=l %)

22
7, = Q’i

Las dos direcciones GX i GA son entdnces perpendiculares
i son los ejes centrales del tridngulo.

Si el tridngulo es equilateral, se tiene é=aq, luego

7. =0%
24
7, :.fz’zfi

ALBERTO OBRECHT

el

(Continuard)



