MECANICA RACIONAL

e

SEGUNDA PARTE

DE LOS SISTEMAS MATERIALRES

( Continnacion )

Rozamiento de una cuerda tendida sobre una superficie

Sean & 1 R las dos fuerzas que obran en las dos estremidades
de la cuerda; si estas dos fuerzas son iguales, su valor comun
representa la tension de la cuerda; en este caso, se sabe que la
tension en todos los puntos queda constante; cada elemento
estd enténces sometido a una reaccion normal a la superficie 1
la forma de equilibrio de la cuerda esla de una linea jeodé-
sica de la superficie. '

Supongamos ahora que F aumenta progresivamente; el
rozamiento de la superficie impedird el movimiento de la
cuerda i el equilibrio se mantendra hasta que la diferencia
entre las tensiones 771 774+ &7, que obran en las estremidades
de cada clemento, sea igual al producto de la reaccion normal
de la superficie por el coeficiente fdel rozamiento.

TOMO C 31
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En esta sitnacion limite, cada elemento de la cuerda estd
sometido a dos fuerzas esteriores: la reaccion normal 4V i el

rozamiento jdNV.
Fig. 55
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tante de las fuerzas esterioses:

sobre este elemento.

Se tiene ahora, en la fig. (55).

Consideremos la curva de
las fuerzas: sea (fig. 55) O el
volo, O3 i OM’" dos radios
polares infinitamente proxi-
mos ideel dngulo M OM;los
radios 0471 OM' representan
las tensiones 71 7+47 en
las estremidades del elemen-
to conjugado de la cuerda, i
el elemento MM es la resul-

MP=fdN1PM =dN que obran

JAN=(T+dT) cos de—T=d T
d:‘V:(T—}»(z’T)sen de=Tde

Luego
a7
’=7a
O bien
%—,{:fﬂ’e
LT=f+LC
1 finalmente
T="Ce e

Consideremos, como direccion inicial la de la fuerza R i sea
0 el dngulo que hace # con R, tendremos:

1.° para ¢=0
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2.0 para e=9
- a
F={_Ce s
Luego
6
F=Re S

Tal es la relacion que ligan las dos fuerzas #1 R cuando la
cuerda estd al punto de resbalar sobre la superficie,

MEDIDA PRACTICA DE LA POTENCIA DE UNA MAQUINA
FRENO DE PRONY

Describiremos aqui la modificacion adoptada por Kretz del
freno antiguo de Prony. El freno de Kretz (fig. 56) se compone
de una serie de peda-
zos de madera (una do-
cena mas 0 ménos) re- Fig56
partidos sobre .la cir-

cunferencia del volante
i unidos unos a otros
por una cintura metdli-
ca; un tornillo situado
sobre la horizontal del el

S &7
centro permite desarro-
llar una presion varia-
ble entre los pedazos de
madera i el volante;
opuesto al tornillo i en
la otra estremidad del
mismo didmetro hori-

zontal se encuentra una corta barra metalica, irijida segun este
didmetro i destinada a soportar un platillo; el freno, sin el pla-
tillo, estd equilibrado al rededor del eje del volante; encima i
abajo de esta barra se encuentran dos tacos que impiden la ro-
tacion del freno.

Para medir la potencia de una mdquina se suprimen todas
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las resistencias i sz coloca el freno sobre el volante; como el
freno no puede jirar con el volante se desarrolla un rozamiento
oroporcional a la presion del freno. Se regla esta presion de tal
modo que el volante tenga una velocidad angular igual a la
que tenia antes que se suprimieran las resistancias.

Una vez este reglaje obtenido, el trabajo de la mdquina con-
siste simplemente en vencer el rozamiento del freno; para eva-
luarlo se coloca en el platillo pesos convenientes hasta que el
freno esté en equilibrio, es decir, hasta que la barra horizontal
~oscile libremente entre los dos tacos.

Sea P el peso necesario para obtener el equilibrio 1 2 la dis-
tancia horizontal del platillo al eje de rotacion, S la suma de
los momentas, respecto a este eje, de las fuerzas de rozamien-
to; se tendrd, en el caso del equilibrio

Pa=S

En esta férmula el peso £ comprende el peso del platillo
puesto que el freno esta equilibrado, al rededor del eje, sin el
platillo. - ) E
- Sea ahora (' la potencia de la mdquina, avaluada en caballos
vapor, IV el nlimero de vueltas del volante durante un minuto;
la velocidad angular del volante es

[V
Bl
~

i el trabajo efectuado durante un segundo cs

Se. R
Luego

S 27
C= —=-"— Pal
75 Gox7s
En esta férmula: £ es la suma del peso del platillo i de los

pesos colocados en &i; « o5 la distancia horizontal del platillo
al eje, i /V el ntimero de vueltas del volante por minuto.




IECANICA RACIONAL 409

A

CAPITULO XV

PRESIONES I TENSIONES EN EL INTERIOR DE LOS CUERPOS
EN EQUILIBRIO SOLIDO

HIDROSTATICA

Como se ha esplirado mas arriba {cap. X), las presiones i
tensiones interiores de un cuerpo en equilibrio sélido son, por
definicion, las presiones 1 tensiones de las barras hipotéticas
que unen los puntos de un soélido invariable, equivalente al
cuerpo considerado i sometido a las mismas fuerzas exteriores.

En el capitulo X, se ha determinado solo el sistema mas
sencillo equivalente a las presiones i tensiones de las barras
hipotéticas que atraviesan una seccion completa del cuerpo. Se
trata ahora de hacer la misma determinacion para un elemento
plano cualquiera, situado en el interior del cuerpo.

El método jeneral para determinar yna fuerza de ligaszon
consiste en suponer la ligazon suprimida i reemplazada por la
fuerza equivalente; se da entdnces al cuerpo un cambio de lo-
gar virtnal, compatible con los ligazones restantes i, si este
cambio de lugar hace trabajar la fuerza de ligazon incdgnita,
se escribe que la suma de los trabajos virtuales de las fuerzas
esteriores i de la fuerza de ligazon es igual a cero; se obtiene
asi una ecuacion que determina completamente la fuerza de
ligazon buscada

Este método no conduce al resultado en el caso actual; en
efecto, si se cortan las barras hipotéticas que atraviesan un ele-
mento plano, los puntos del cuerpo situados a uno i otro lado
del elemento considerado, quedan jeneralmente ligados a los
demas, luego.un cambio de lugar virtual, compatible con las
ligazones restantes, no hace trabajar la fuerza de ligazon bus-
cada i ésta no se puede determinar.

Es necesario, por consiguiente, hacer alguna hipdtesis sobre
la constitucion interna de los cuerpos para poder resolver este
problema.

En los solidos naturales no se sabe cual es la distribucion de
la materia al rededor de cada punto, pero, en fos fluidos en-equi-
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librio sélido, es 1djico de admitir que la reparticion de las mo-
léculas al rededor de un punto cualquiera i a distancia infinita-
mente pequefia de él, es perfectamente uniforme. Como conse-
cuencia se deberd admitir tambien que, en el sélido invariable
equivalente, la distribucion de las barras hipotéticas es perfec-
tamente simétrica al rededor de cada punto i a distancia infini-
tamente pequefla de él.

Estas consideraciones se aplican indiferentemente a los li-
quidos i a los gases en cquilibrio sélido i a la determinacion de
las presiones en el interior de estos cuerpos constituye la Zzdros-
1dtica.

Por definicion, un cuerpo en equilibrio sdlido, puede estar
en reposo o animado de un movimiento de sélido invariable,
ademas este segundo caso puede tratarse conjuntamente con el
primero,con la condicion de agregar, a las fuerzas esteriores, las
fuerzas de inercia conocidas de todos los puntos. ‘

Consideremos, por consiguiente, un fluido en reposo: las pre-
siones de las barras hipotéticas que, en el sélido invariable equi-
valente, atraviesan un elemento de drea plana dw, situado en
M, serdn, por razon de simetria, equivalentes a una resultante
Gnica, normal al elemento dw; por otra parte, si el elemento duw
toma otra orientacion al rededor de M, la reparticion de las
barras hipoteticas, respecto del elemento plano, quedard exac-
tamente la misma como antes; luego, la nueva presion resul-
tante, normal al elemento, debe tambien quedar la misma como
antes,

Estas consecuencias [6jicas de la hipdtesis hecha sobre o cons-
titucion interna de los fluidos no se pueden demostrar i consti-
tuyen el principio de Pascal.

Preston en un punio

La presion resultante sobre el elemento dw debe tender hédcia
cero al mismo tiempo que dw; su razon a de debe tender hdcia
un limite determinado p cuando d@w termina hdcia cero; como,
segun el principio de Pascal, el limite p es independiente de la
orientacion del elemento dw al rededor de 7, se dice que p es
la piesion hidrostitica del fuido en el punto M.
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La presion, asi definida, tiene las dimensiones del cociente
de una fuerza por una drea; sin embargo si, en todos los pun-
tos de una drea plana igual a la unidad, la presion p es cons-
tante, su valor representa la fuerza equivalente a las presiones
de las barras hipotéticas que atreviesan esta unidad de area.
Es algo andlogo a lo que pasa en el caso de la velocidad; ella
representa un camino, cuando el movimiento es uniforme i el
tiempo igual a la unidad.

En resiimen, si p es la presion de un fluido en un punto 47
i dw un elemento de drea, sitvado en este punto, la resultante
de las presiones de las barras hipotéticas que atraviesan el
elemento du, es igual a pdw.

Variacion de la presion en el interior de un fluido en reposo

Consideremos, en ¢l interior del fluido (fig. 57), un cilindro
infinitamente pequefio, limitado por dos planos v)erpandxculares
a sus jeneratrices; sea dw el drea comun de las

dos bases i dr la altura; 4 1 B los centros de pdo

gravedad de las dos bases i (el centro de gra- 'D

vedad del volumen del cilindro; como la ma- :::I e
g k—

teria contenida en el interior del cilindro puede N
i i r& P — N

ser considerada siempre como homojénea, su —L

i
—
N

centro de gravedad serd tambien el punto £ sea
ademas p la densidad del fluidoim la masa de
la materia contenida en el cilindro, se tendrd
(?+ d.f}d-u

(1) m=pdwdr

El punto material asi aislado en el interior
del fluido, es sometido a dos clases de fuerzas: 1.” las presiones’
de las barras hipotéticas que lo ligan a los demas puntos del
fluido; 2.° las fuerzas esteriores.

1.° La presion del fluido, en un punto cualquiera, debe ser
una funcion continua de las coordenadas de este punto; pode-
mos, por consiguiente, designar por pi p+dp las presiones en
A 1 B; las presiones de las barras que encuentran la base 4
seran, por consiguiente, equivalentes a una fuerza p /w, normal a
la seccion considerada; del mismo modo la base B serd some-



A12 MEMORIAS CIENTIFICAS | LITERARIAS

tida a una fuerza resultante (p+ @) dw, normal a la seccion 5;
finalmente las presiones que obran al rededor del cilindro son
equivalentes a fuerzas normales a las jeneratrices.

2% Sea + la aceleracion que las fuerzas esteriores darian a
un punto material situado en (i aislado en el espacio; como
la acceleracion + debe variar de una manera continua, la accion
resultante de las fuerzas esteriores sobre la masa del cilindro
serd equivalente a una fuerza sy paralela y; sea § su dngulo
con las jeneratrices del cilindro.

El fluido, es por hipdtesis, en reposo; luego, la suma de las
proyecciones sobre un eje cualquiera, de las fuerzas que obran
sobre el cilindro elemental, debe ser igual a cero; proyectemos
estas fuerzas sobre la direccion de las jeneratrices del cilindro,
las presiones laterales dardn una suma igual a cero, luego

ey cos O+pdow—(p+dp) de=0
O bien, si se reemplaza # por su valor (1)
pydwdrcos8—dpdw=0
O todavia
(2) | dp=pydrcos

Esta férmula es independiente de dw i queda la misma si las
dimensiones de dw son infinitamente pequefias respecto de dx;
en este caso, el cilindro toma el aspecto de una simple recta i
la férmula-(2) ‘da la variacion de la presion del fluido en los
puntos de esta recta.

Sea, por ejemplo, 37 un punto del fluido, 47X una recta que
pasa por este punto, la variacion dp de la presion, cuando M
pasa en M’ es dado por la férmula (2).

Esta férmula es idéntica a la que se ha obtenido en otro ca-
pitulo.para espresar la variacion de enerjia, al rededor de M,
del medio activo que enjendra las fuerzas esteriores.

Asi ta variacion de la presion en el interior de una masa
fluida en equilibrio es ligada a las fuerzas esteriores de la mis-
ma manera como la variacion de enerjfa del medio activo que
enjendra estas fuerzas esteriores, estd ligada a ellas.
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Consideremos, por ejemplo, las superficies equipotenciales;
la enerjia potencial del medio activo es constante sobre estas
superficies, luego tambien, en la masa

fluida en equilibrio, ia presion debe que- Fig, 58

dar constante sobre estas superficies, de |

ahi el nombre de superficies de nivel T _ » -
N o
1

dado a las superficies equipotenciales.

La demostracion de esta propiedad es
una consecuencia directa de la férmula |
(2); en efecto, en los puntos de una super-
ficie de nivel, la acceleracion y es normal
a esta superficie, luego si el punto M’
(fig, 58), estd situado en la superficie de nivel que pasa por H,
el angulo B es recto i se tiene

dp=o0

Lapresion en 47" es por consiguiente igual a la presion en J/.

En resimen, si una masa fluida esta en equilibrio sélido, las
superficies de nivel son normales en cada uno de sus puntos a
la resultante de las fuerzas esteriores que obran en este punto
i, en los puntos de una misma superficie de nivel, la presion es
constante.

Reciprocamente, para que un fluido pueda quedar en equili-
brio sélido, bajo la accion de cierto sistema de fuerzas esterio-
res, es necesario que estas fuerzas tengan un potencial.

Ecuacion jeneral de la Jidrostdtica

Esta ecuacion se deduce de la férmula (2). Consideremos un
sistema de tres ejes rectangulares i sean z, », z las coordenadas
de un punte M del fluido, p la densidad i p la presion en este
punto; sea. tambien v la aceleracion que las fuerzas esterio-
res darian a un punto material aislado en el espacio isituado en
M vy vy, v., las tres proyccciones de y sobre los tres ejes. Cuan-
do x varia de dx, el punto A viene en M’ i la variacion corres-
pondiente de la presion es, segun (2)

a’p—_—p—ycz’,rcos 9:,0‘)/, drx
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Ahora la presion p es una funcion de z, ¥, 21 cuando una
sola coordenada x var{a de dx se tienc

ep
d :fr—[l),l.'
4 3r
Luego
d
5, dr=py.dx
O bien
2
a‘f =pUx
Del mismo modo
g
’737/;:‘0 Yy
22
35 =P

Finalmente,.la variacion total 4p de la presion, cuando , p, 2
se camblan en x+dx, ¥y +dyz+dz es

dp 2p 2p
= v dy Az
dp ye da+ 35 dy+ Py
O bien
(3) dp=p(y.dety,dy+vy, ds)

Una superficie de nivel es definida por la condicion
dp=0
Luego, en los puntos de una cualquiera de ellas, se tiene

{4) vxdx+y.dy+y,de=0
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Esta es la ecuacion diferencial de las superficies de nivel; se
vé que en un punto cualquiera del fluido la aceleracion v es
normal a la superficie de nivel que pasa por este punto.

APLICACION A LOS FLUIDOS PESADOS

En el caso de la pesantez, la aceleracion y es vertical e
igual a la gravedad g; luego, si los cjes se elijen de tal manera
que OZ sea vertical i dirijido hacia abajo, se tiene

Yx =0, vy =0,y =4
La ecuacion diferencial de las superficies de nivel es en-

ténces
vodi vy, dy+y, de=gdz=0

Luego, estas superficies tienen por ecuacion jeneral
&=

O simplemente

z=Const.

Son planos horizontales,
La presion p en un punto cualquiera serd determinada porla

ecuacion diferencial.
(5) _ dp=pga=
Liguidos.

En los liquidos la densidad p es constante en todos los pun-

tos, luego
p=pgz+Coust.

O bien, si g, es la presion cuando 2=z,

p=po+ pgiz—20)
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Se representa jeneralmente el producto pg por la letra I1 i
ésta representa entdnces el peso de la unidad de voliimen del
l{quido; sea tambien z—z2,=/, se tendrd

(6)  p=po+Ill

Asf, la presion en un punto de un liquido es igual a la pre-
sion en otro punto, mas €l peso de una columna liguida de base
igual a la unidad i de altura igual ala diferencia de nivel
entre los dos puntos.

Gases

En los gases, la densidad es ligada a la presion i a la tempe-
ratura por la férmula de Gay-Lussac

) P=K p(t+ar)

K es una constante, £ la temperatura en grados centigrados.
i q el coeficiente de dilatacion, igual a 0,00367.

Supongamos la temperatura constante e igual a ¢, la {6r-

mula (5) nos dara

=R T ai 54

() bien
p_ &5
p K(t+az)
L}’ ::K(I ‘*”_‘a*—*i;)q— COﬂbt

Luego si p, es la presion cuando 5=z,

L/;_ Lpo= ‘g_‘/_z_’_:_z_ﬂ,_,_
K {14ty

O bien
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Medida de las alturas por medio de observaciones baromélricas

Estableceremos aqui la férmula empleada en la practica: sea
/ Ja distancia entre dos estaciones; 2o 1 2, sus alturas respecti-
vas encima del nivel del mar; 6,1 6, las temperaturas i g, 1 g,
las presiones en estos dos puntos; X el radio de la Tierra.

La acceleracion y de la formula jeneral (5), es todavia verti-
cal e ignal a la gravedad, pero en el caso de grandes diferen-
cias de altura es necesario tomar en cuenta la variacion de la
gravedad con la altura.

Sea g la gravedad en el lugar considerado ien el nivel del
mar; su valor a una altura z serd

RS

$R+3)

»2
Se desprecxaﬁ;delante de la unidad; supondremos ahora el
eje OZ vertical i dirijido hécia arriba; las férmulas (5) i (7) dan
entdnces )

—_— / 2z
(8) a’p———j{.( 4 12 )

;ﬂﬁ)g(\ R /,/"i“”

Como no se conoce exactamente la lei de variacion de la tem-
peratura con la altura, se’adopta para § un término medio en-
tre las temperaturas 8, i §,; ademas para tomar en cuenta la
humedad del aire se reemplaza el coeficiente de dilatacion «
por un valor un poco mayor 0,004; en resimen se supone
simplemente § constante ise escribe

(9) af=o0,002 (B, +8,)
La integracion de la férmula (8) da enténces

-8 / z

=& &N
L= KGTab) TR )T
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Luego

[ Po_ &S 21+3_o‘)
2. K(+ab) R

En jeneral, la distancia z,, de la estacion inferior al nivel del
mar, es pequefia i su cociente por XK es insensible; se puede en-
ténces. en la parentésis, reemplazar simplemente 2, +2, por %
i se tiene

N K{t+af

(10) /z(l——»«ﬁ}\ ———~>L/7°

\ 4 & V2

La gravedad g en el nivel del mar varia tambien con la lati-
tud del lugar i se tiene en un lugar de latitud A

=0" 806 (1 —0,00255 cos 2 \)

jxdemas en Paris, en donde g=9,8088, Regnault ha obteni-
do, para el peso de un metro cub‘co de aire a cero grado i ala
presion de 760 milimetros de mercurio, el valor 1 kg, 2932,
luego

T 09,3088
Por otra parte, el peso de una columna de 760 mm. de mer-
curio, de base igual a un metro cuadrado, equivale a
2 =10333 Kg.
Luego

K=19333 58038
1,2032

Sise reemplazan estas cantidades por sus valoresen laférmula
(10), i si se reemplazan tambien los logaritmos neperianos por
los logaritmos vulgares, se obtiene

R]_x—-ooo75c032\ © 7,

/l<1__ _]f-\\._ i 18409 (1 + af) log 2y
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Un valor aproximado de % es

=18409 log ﬁ—"

1

Se puede sustituir este valor en la parentésis que multiplica
4 1 queda enténces la férmula practica

g = 18400™ (1 +x)log g‘i

(1) < '
éx:o,ooz {Po+8,)+0,00255 cos 2 \+0,0029 log%
1

En estas férmulas, p, 1 #, son las presiones barométricas ob-
servadas en las dos estaciones; 6, i §, las temperaturas centi-
gradas; \ la latitud del lugar de observacion.

Principio de Arqutinedes

Consideremos un volumen cualquiera finito en el interior de
un fluido pesado en equilibrio i sustituimos al fluido conteni-
do en este volumen el sélido invariable equivalente; este sélido
estara sometido a la accion de la pesantez i a las presiones que
obran en su sugerficie; todas estas fuerzas se hacen equilibrio,
luego el conjunto de las presiones es equivalente a una fuerza
vertical igual i de sentido contrario al peso de la masa fluida
considerada i aplicada en su centro de gravedad.

Reemplacemos ahora la masa fluida solidificada por un
cuerpo cualquiera, de forma esterior exactamente igual; el con-
junto de las presiones ejercitadas sobre este cuerpo por el fluido
que lo envuelve, serd tambien equivalente a la misma fuerza
vertical, luego se puede decir: fodo cuerpo, sumerjido en un fluido,
plerde una parte de su peso igual al peso del fluido desplazado.

Tal es el principio de Arguimedes.

La demostracion anterior es debida a Szeven: es la mas sen-
cilla de todas, pero, como las demas demostraciones, basadas
sobre las férmulas de presiones, efla no toma en cuenta las
acciones moleculares.



420 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

Sin embargo, basta admitir que las acciones moleculares
obran solo entre los puntos mui proximos i son andlogas a una
presion normal constante, para que el principio de Arquimedes
sea rigorosamente exacto en el caso de los cuerpos completa-

mente sumerjidos.
Estableceremos, en efecto, la siguiente propiedad:

A. OBRECHT

( Continuard )




