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LA TRISECCION DEL ANGULO

pry e

Historia i consideraciones jenerales.—Algunas soluciones analiticas j
otras mecanicas propuestas por jeémetros antiguos i modernos.—-
Imposibilidad de una solucion grafica.

%

El problema de la triseccion del angulo, tal como lo propu-
sieron los antiguos jedmetras, consistia en dividir un 4dngulo
cualquiera en tres partes iguales, sirviéndose esclusivamente de
la regla 1 del compas comun. Como tendremos ocasion de verlo
mas adelante, el problema propuesto en tales condiciones no
admite solucion. A pesar de que esta imposibilidad no ha po-
dido ser establecida sino despues de la aplicacion de las teorfas
aljebrdicas a los procedimientos jeométricos, parece que los an-
tiguos jedmetras, vista la inutilidad de sus esfuerzos para resolver
grdficammente este problema, consideraron que esa imposibilidad
existia realmente, por mas que ellos no pudiesen demostrarla.
Un testimonio fehaciente, de la verdad de lo que afirmamos, es
el hecho mismo de haberse ideado en la época de Nicomedes la
construcion de’ instrumentos especiales para trazado de curvas
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determinadas, que proporcionan medios de obtener la solucion,
no ya graficamente, sino mecdnicamente, si con esta palabra
hemos de espresar la circunstancia del empleo de otros meca-
nismos diversos del compas comun i de la regla, o sea, de otros
elementos jeométricos distintos de la circunferencia de circulo
i de la linea recta.

En el curso de este somero estudio histdrico, tendremos oca-
sion de conocer algunos de esos mecanismos especiales, asf
como tambien, algunas de las mas sencillas soluciones teéricas,
o, mejor dicho, analiticas, que se han propuesto desde cerca de
dos siglos dntes de J. C.

La verdad es que no hai un testimonio positivo acerca de la
época precisa en que fué propuesto el problema en que nos
ocupamos. Sin embargo, todo hace suponer que su antigiiedad
data desde la época de Platon (1).

Despues de haber dividido un dngulo rectilinec en dos partes
iguales, la primera cuestion que en dérden a este jénero de in-
vestigaciones debidé proponerse, fué, sin duda, dividirlo jeomé-
tricamente en tres partes iguales. Con todo, es probable que
este problema no fuese mas que un caso especial del dela divi-
sion grafica en partes proporcionales, que es tan antiguo como
Platon. La Cuadratriz, curva ideada por Dinostrate (2), filésofo
de la Academia o escuela platdnica, parece haber sido construi-
da para resolver el problema anterior.

Es, pues, de presumir que algunas de las antiguas soluciones
tedricas de este problema sean debidas 4 la escuela citada, a la
cual la jeometria debe muchas de sus mas importantes teorfas.

A pesar de todo, no hai noticia histérica alguna que nos im-

(1) Platon nacio el afio 430 1 murid en 347 antes de J. C. Fundador de la
Academia que lleva su nombre, hizo inscribir en la puerta de su escuela
estas palabras: «NVadie entre agui si no es jedmetran.

(2) Algunos historiadores creen que la cuadratriz fué ideada por Hippias
de Elis, cerca de 420 afios antes de J. C., para resolver el problema de la
triseccion i que Dinostrato le did el nombre de cuadratriz porque la apro-
vechaba para resolver el problema de la cuadratura del circulo.
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pida suponer que el problema en estudio no sea mas antiguo
que Platon, ni aun mas que Pitdgoras (3).

Entrando en materia, empecemos por dar a conocer de entre
las mas antiguas soluciones tedricas, dos de las mas sencillas,
de las cuales no son mas que injeniosas variantes las de los jed-
metras modernos; todas producto de la prodijiosa fecundidad
de los métodos jeométricos.

1.%) Sea ACR el dngulo que se quiere trisecar. Desde el vér-
tice € como centro i con un radio arbitrario (B, describamos
la semicircunferencia 54 G. Se trata de trazar por 4 una recta
tal, que la lonjitud £/, interceptada entre la circunsferencia i

>

la prolongacion del didmetro BG, sea igual al radio €5 (fig. 1)
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(4). Si jeométricamente pudiese trazarse larecta 4 F, el problema
estaria definitivamente resuelto. En efecto, el tridngulo CEF
seria isésceles; 1 si llamamos « cada uno de los dngulos de la
base, se tendria que el dngulo esterno 4 £(, igual a la suma de
los internos opuestos, seria igual a za. Pero tambien el tridngu-
lo ACE es isésceles, i en consecuencia dngulo £A4 C=2a. Ahora
bien, el angulo BCA es esterno del tridngulo ACF; su valor serd:
Za+a=3a, ya que debe ser igual a la suma de los internos
opuestos. Por consiguiente, el dngulo 4 /5 seria igual a la ter-
cera parte del dngulo 4CAB.

(3) Pitdgoras, jefe de la escuela itdlica 6 Pitagorica nacid el aiio 584 dn-
tes de J. C.
(4) Esta figura corresponde probablemente al teorema 8 de Arguinzides.



692 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

22y Sea BAC el dngulo que se quiere trisecar. Construyamos
el rectangulo ABCLD de modo que los lados del dngulo sean el
uno diagonal i el otro un /ade del rectingulo. Se trata de trazar
por A una recta tal, que la parte £/ interceptada entre las rec-
tas CB i CF sea igual al doble de la diagonal 4 C (fig. 2). Como
en el caso anterior, si jeométricamente pudiera
trazarse la recta .1 F, el problema quedaria so-
lucionado. En cfecto, si trazamos por /7, punto
| medio de £C, la recta H G paralela a DF, el
\ punto G, de interseccion de HG con AF, serla
, \ tal que £G = GF;1 si unimos G con C, se veri-
| \ ficard que GC=A4 C=GF;de donde se deduce
; \ que los tridngulos GCF i AGC serdn isésceles,
l
l
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i, en consecuencid, si « es el dngulo GFC dng. AGC=ang. GAC
=2zq. Ahora bien: dng. BAC=dng. "AC/; i como el 4ngulo
ACD es igual a 2a4a=3¢, se sigue que el dngulo BAC es
tambien igual a 3a. En otros términos: dng. AFD =1 ang. BAC.

Hemos dicho que, en Jos dos casos estudiados, si se pudiese
trazar jeométricamente la recta AF el problema quedaria re-
suelto, Pues bien, no hai método puramente jecmétrico para
efectuar el trazado de esa recta.

Hé aqui como los antiguos jeémetras creyeron salvar la difi-
cultad: para el caso de la Aigura 1 aplicaban sobre una regla la
lonjitud A<= CE i por una série de tanteos, valiéndose de un
deble movimiento, (rotacion alrededor de 4, i traslacion en la
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direccion de A7) hacfan que a la vez que cl canto de la regla
pasase por 4, los puntos £ 1 / se colocasen, el primero sobre
la circunferencia i el segundo sobre la linea 5F. Para el caso
de la figura 2, marcaban sobre la regla la lonjitud EF=24C
i por una série de tanteos, como anteriormente, hacian que, a
la vez que el canto de regla pasaba por A, los puntos' £ 1 7 se
colocasen, el primero sobre la linea €5, i el segundo sobre la CF.

Mr. Bergery, a quien volveremos a encontrar mas adelante,
atribuye a Moisard este método por tanteos. Sin embargo, hai
razones para creer que no sea de ningun jeometra de este siglo,
si no tan antiguo como la escuela platoniana. Por lo ménos se
puede asegurar que ¢l era conocido por Pappus de Alejandria.

A pesar de esto, no hace muchos afios hubo quien lo divulgé
aqui en Chile como un descubrimiento de propia cosecha. '

Como no podia ménos de suceder, esos procedimientos por
tanteos no fueron aceptados. Los esfuerzos se dirijieron a en-
contrar la solucion jeométrica de los dos casos citados, es decir,
a encontrar un medio de poder efectuar el trazado de la recta 4 7.
Despues de un gran numero de tentativas infructuosas que no
habian producido mas que paralojismos i falsas soluciones, se
abandoné la idea de resolver jeomiétricamente el ya famoso pro-
blema de la triseccion del dngulo, i se pensd entdnces en solu-
cionarlo tedrica o analiticamente, o por medio de aparatos espe-
ciales.

Pappus (3) en su obra (¢vyaywyy sinagoge, coleccion)
Collections Mathematiques 1, 4, prop. 3r-32 relata la série de
procedimientos injeniosos de una i otra especie que habian sido
propuestos hasta su época.

Veamos algunos. _ »

El método estudiado en la figura 2, se reduce, como es fécil
observarlo, a la determinacion de un punto # sobre la prolon-
gacion de B, punto tal que unido con A se obtenga EFf=24C.
(Fig. 2). .

Construyamos el paralelégramo 5 £/ /; es claro que. el
punto # depende ahora del punto /. Que el punto / pertenece

(5) Pappus de Alejandria vivid en el siglo 1V de nuestra era, 0 mas pro-
bablemente, segun historiadores de fama, en el siglo II1.

TOMO CI 51
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a la vez a una circunferencia de circulo de radio B /=24 Ci
a una hipérbola definida por la condicion de pasar por el punto
B i por tener las rectas 224 i1 D C como asintotas, es cuestion
facilmente demostrable.

La interseccion de esas dos lineas determina, pues, el punto /.
Bajando la ordenada /& se obtiene el punto /. En efecto,
B]=EF=24C

Pero, a fin de salir del mirjen estrecho de buscar la solucion
por medio de las figuras 11 2, se hacia necesario practicar in-
vestigaciones por otros métodos.

Se empled entdnces la hipérbola de una manera diferente a
la anterior, fundandose en una propiedad caracteristica de esta

, curva, propiedad de que
\ solo goza cuando sus
‘ asintotas forman un dn-
gulo de 120°.

Sea, pues, la hipérbola
de la figura 3, cuya asin-
totas forman este angulo.

Si se toma la abcisa

1 .
B A= ;—DB i se trazan

las rectas D E 1 4 E, que
unen los puntos D 14
con uno cualquiera eleji-
do sobre la hipérbola, se
verifica que el dngulo
E A D esigual a dos ve-
Fig. 3 ceselangulo £D A ipor

consiguiente si sobre D 4

como cuerda se describe el segmento D O 4 capaz del dngulo
A O D=a que se quicre trisecar, se obtendrd en £ D 4 el 4n-

I
gulo —¢
3

Es de observar que la circunferencia descrita sobre A4 D como
cuerda corta a la hipérbola en otros puntos tales como S, G, i D
De tal modo que se tendra tambien:
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Arc. AS=-"Arc. 4S5 D=-"(3600— 4 E D)
2 2

iArc AS G:—;-qgsoo-.LAED)

En cuanto al punto [, no sc tormard en cuenta. Xl se obten-
drd siempre, cualquiera que sea el angulo que se quiera trisecar.
En resamen, se obtendria, si @ es el dngulo en cuestion:

1 , 1
Arc. A E=—a, Arc.AS=120°—- ¢,
J o}

Arc. A SG= Izo‘-’—}—é— a
3
lo que va indicando ya que el problema conduce a una cons-
truccion que debe dar tres valores diferentes, lo que estd de
acuerdo con lo que veremos mas adelante respecto al grado de
la ecuacion a que da orijen este problema.

Otra solucion— si asi podemos llamar estos procedimientos
tedricos-—, no ménos injeniosa que las anteriores es la ideada
por Descartes, valiéndose de la circunferencia i de la pardbola.

Sea B 4 C=aq el dngulo que se quiere trisecar (fig. 4). Desde

el vértice A como centro i con un radio arbitrario}d 5= R des-
cribamos el arco de circunferencia 5 C.
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Se trata de encontrar la cuerda del arco correspondiente al
. I
angulo g—a.

Construyamos una pardbola cuyo pardmetro sea & (3* =R x)
Tomemos I £ =2 R, a partirde la ctspide D i tracemos por

E la normal F E= i-[, siendo ¢ la cuerda B C.

Desde & como centro i con un rddio /D describamos una
circunferencia que cortard a la pardbola en los puntos G H e /.
Si trazamos las ordenadas G g, A/ /e /7, tendremos:

- . 1
G g, cuerda correspondiente al arco —- Bn(

J
f{]l, 1" it i 1 (1200— éBﬂC)
) b
[l-', " n 0 " ( 120° + LB?Z C)
3

Si continudsemos pasando en revista las numerosas soluciones
basadas en las secciones conicas, que se detallan en las obras
mas conocidas de Jeometria analitica, estamos seguros que ten-
drfamos material para un grueso volimen. Bastenos, a este res-
pecto, indicar las siguientes:

Partiendo de la ecuacion a que conduce este problema, cuan-
do se toma el coseno de vn angulo en funcion del coseno del
angulo triplo, ecuacion de la forma:

3 r -2 a=0 (1)
4 4
enla cual xr=cos A;i i a=cos.q, Mr. L. de Fourcy en su obra

wLecons de Géométrie Analttiquen (pdj. 334), indica las siguien-
teo soluciones:
Se puede descomponer la ecuacion (1) de varias maneras:

1.2) =Ky

-

Kxy— hi:r——[ a=o0
d 4 4

siendo K una constante arbitraria.
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Estas ecuaciones indican que el problema se puede solucio-
nar valiéndose de -una parabola i de una hipérbola.
2.°) Multiplicando la ecuacion (I) por x se tiene:

3

1
xt— Zx?———gx=0

4

- De aqui pueden resultar las ecuaciones:

a3, 4t -
yro— =y —t—-ar=0
TN

a? =

Luego, la cuestion puede tambien resolverse por medio de
dos pardbolas. Pero es preciso tener cuidado de rechazar el va-
lor x=o0. .

3.°) Sumando las dos ultimas ecuaciones i tomando el sis-
tema:

=y
a* + 7 —i]' - i’ax =0
4 4
se véque una pardbolai una circunferencia pueden tambien
proporcionar la solucion.

La cuadratriz, que ya hemos mencionado, junto con su in-
ventor, Dinostrato, o Hippias de Elis, resuelve tambien el pro-
blema; pero lo soluciona, digamos, por lo que se ha dado
en llamar peticion de principio. En
efecto, para resolverio se necesita A
tener trazada la curva, i para trazarla
es preciso poder dividir los arcos de
circunferencia en partes proporcio-

nales,

La cuadratriz es el lugdr jeomé-
trico de los puntos F, de intersec-
cion de un radio mévil € £ (fig. 5) i ' ‘ B
una ordenada mévil D F, sujetos Fig.
dmbos a verificar, durante su movi-
miento, la proporcion:

CD arc BE
AC " arc. 4 B.
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Hemos indicado ya algunas de la numerosisimas soluciones
analiticas imajinadas para solucionar el problema en estudio.

Es bueno observar una vez mas que ellas no satisfacen en to-
do su rigor al enunciado del problema, pues si bien es posible
construir las secciones cdénicas, esas construcciones no estan
escentas de poderlas considerar como una especie de tan-
teo, circunstancia de la cual solo podrian eximirse si el trazado
de dichas curvas pudiera hacerse por medio de un movimiento
continuo i valiéndose solo de la regla, para trazar rectas, i del
compas.

Pasemos ahora a conocer algunas soluciones de las que de-
nominamos wzecdnicas por intervenir en ellas instrumentos espe-
ciales, ya sean destinados a trazar curvas determinadas, ya sean
simplemente trisectores, como el del FPadre Ceva, por ejemplc.

Principiaremos por ocuparnos enla conchoide de Nicomedes
(6) 1 del instrumento ideado por él para trazaria.

La conchoide es un lugar jeométrico definido asi: se supone
un punto fijo 4 i una recta fija &/ N. Por el punto A4 se traza
una recta cnalquiera 4 D 1 sobre esta recta, a partir del punto
D donde encuentra a M N se toma D C=D B e igual a una
lonjitud constante . El lugar en cuestion es la doble curva des-
crita por los puntos B1 Ccnando la recta 4 D se mueve pasan-
do siempre por A4 i conservindose constantes las magnitudes
DCiBD. .

Resulta, como se ve, de la interseccion sucesiva de la recta
AT, quejira alrededor de 4, por una circanferencia cuyo radio
constante es igual a D C=D28, que se mueve segun MV; de
manera que su centro se encuentre siempre en la interseccion
de AC con MN. '

(6) Nicomedes (Nikowmede) vivid en el siglo segundo dntes de nuestra
era.
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Si llamamos & la distancia del punto fijo 4 a la recta fija
& N puede suceder que:

@< b;ien este caso la rama inferior o segunda rama tendra
la forma de la figura 6.

Fig. 6

a="0;

’

la forma de la segunda rama serd la de la figura j.
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a> I la forma de la segunda rama sera la de la figura 8.

\ -

’/Y\\

\
,__\\A_ [

M

Fig. 8

Esta variedad en la forma de la parte inferior de la curva fué
establecida por los antiguos jedmetras, empiricamente.
Hoi que se ha establecido 1a ecunacion de la curva:

se puede demostrar que la forma de la rama inferior es diversa
segun que 4 sea mayor, igual, o menor que 4; asi como tambien
se puede demostrar que la recta 37 NV es una asintota de la
curva.

Referida a un sistema de ejes coordenados, de orijen A, i de
eje de abrisas AE, la ecuacion de la curva seria:

. x (a* —(x—8)*
I = (x—b6)*

En cuanto al instrumento destinado a trazar la conchoide,
estd compuesto, como se ve en la figura 9, de una regla T 1 de
una reglilla 4/ /V provista de una ranura lonjitudinal, dos tra-
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zadores C i B, 1un estilete D. ajustables, de manera que puedan

gy

Fig 9

colocarse en posiciones tales que verifiquen la igualdad

D C=DRB=a

El estilete 2 de la reglilla penetra en una ranura 2z z prac-
ticada en la rama mas corta de la T a la vez que un estilete 4
fijo a la rama larga penetra en la ranura de la reglilla.

Estando los puntos C, D, B i A en linea recta (condicion que
debe satisfacer el instrumento, por construccion), si se mueve
la reglilia, los puntos € i & describiran las dos ramas de la con-
choide, pues la recta que une los puntos , D, Bi A pasa siem-
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pre por el punto fijo o polo A, a la vez que se mantienen inva-
riables las distancias D {1 D 5.

Veamos ahora cémo puede aplicarse la curva i el instrumen-
to de que venimos hablando a la resolucion del problema de la
triseccion del dngulo. (7)

1.2 Sea 4 C D el dngulo que se quiere trisecar (fig. 10.)

Fig. 10

Desde el vértice € como centro i con un rddio arbitrario C'4
describamos la semi-circunferencia 20 4 G.

Dispongamoes ahora el instrumento de manera que el punto
A coincida con el polo, que la recta fija sea G D i que la dis-
tancia constante O B=a sea igual al radio de la circunferencia
vatrazada. Es claro que sien estas condiciones hacemos gue el
trazador B describa la rama inferior de la curva se obtendrd, en
su interseccion con la circunferencia un punto £ tal, que unido
con A debe dar '

FE=CA=0B

i el dngulo C F £ serd la tercera parte del 4 C D.
Como la magnitud constante 0 B debe ser igual al radio, i el

(7) Esta curva ha sido tambien aplicada, por los arquitectos, al trazado
del galibo de las columnas. Se puede consultar, al respecto, la Arguitec-
tura de F. Blondel 1 1a de [ Aviler, asi como la traduccion de Vitruye por
Perranlt.
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polo del instrumento debe colocarse sobre la circunferencia, se
comprende que solo es aplicable a este caso la construccion en
que la segunda rama de la curva es la de la figura 8§ i el de la

figura 7 cuando el dngulo en cuestion es~%~—

2.0 Sea C 4 B(fig. 11) el 4ngulo por trisecar. Construyamos
el rectdngulo D A4 B £ 1 prolonguemos el lado D C

j\ ‘éa ~ ' N f

|

3

P e
s :

Fig. 11

Se dispondrd ahora el instrumento de tal manera que el polo
coincida con 4, que la recta fija sea B (i que la distancia cons-
tante B ( sea igual a2 4 C. Si en estas condiciones se hace que
el trazador ¢ describa la rama superior de la conchoide, ésta cor-
tard a la prolongacion de D Cen un punto # tal que unido con
A, se tiene:

EF=24C

ieldngulo B 4 £=4 F D serdla tercera parte del B A4 C.

Newton, estableciendo una regla jeneral para resolver por
medio de la conchoide de Nicomedes todos los problemas que,
como el de la division en partes proporcionales, son del mismo
orden que el de la triseccion, encontré para éste el siguiente
medio de solucionarlo.
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Sea A C B el 4ngulo que se quiere trisecar. (fig. 12) Trace-

\\T
~
ST
’ NS
/ LA )
\\\\\\J\/
N \\/4 _ \
)</ N\ \\ \
N
/ ~ 0
3 ~p
s
Vi C
/
Fig. 12

mos la semi-circunferencia 5 A D, la cuerda B A ila secante
D A F. Se trata de intercalar entre los lados del dngulo recto
F A B unarecta tal, que a lavez de pasar por C intersecte entre
los lados del 4ngulo recto una lonjitud # £ igual al didmetro
de la circanferencia ya trazada.

Este resultado, como se comprende ficilmente. se obtienc
colocando en C el polo del instrurmento de Vzcomedes i trazando
la rama superior de la conchoide.

Asi obtenido el punto 7, el dangulo 7 C A4 sera el buscado.

En efecto, si unimos el punto medio /7 de 7 £ con 4 seten-
drén dos tridngulos isdsceles # A/ A1 H A C1iel dnguloen C
del segundo tridngulo sera igual a dos veces el dngulo 7 del
primero. Ademas el dngulo 4 del tridngulo C 4 D serd igual
a tres veces el angulo /" e igual tambien a la mitad del dngulo
C del tridngulo B C A. Se sigue de aqui que el angulo # C 4
serd la tercera parte del B C 4.

Mas claro. Sean ¢ i 8 los dngulos de 1a base en los tridngu-
los # H.41H A C respectivamente; seay el dngulo C A D i 6
el B C A Setendrd: B=2 ¢, y=B+a=3a.

Por otra parte: v=34
luego:

3
o sea: B=16.
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Un caso particular de la conchoide de Nicomedes es la curva
conocida con el nombre de Limacon de Pascal. La ecuacion de
egsta curva es:

p=a+bcos

siendo las notaciones las de la figura.

Esta curva puede definirse asf: se da una circunferencia i
sobre ésta un punto 4. Por el punto A4 se traza una série de
secantes, tales como AP, i sobre esta secante, a partir de D se
toman lonjitudes DP, = DP, = (. El lugar jeométrico de to-
dos estos puntos es la limagon de PASCAL, o caracol, como
tambien se la denomina.

Lo mismo que para el caso de la conchoide de Nuomedes, a

Fig. 13

puede ser mayor, igual o menor que 4,1 la forma de la curva
depende de esta circunstancia,

Si a>>4, la curva, lugar de los puntos P, afecta la forma de
una concha, completamente esterior a la circunferencia;

Si a=26, la curva tiene en 4 un punto comun con la circunfe-
rencia;

Si a<Cé, la curva presenta en 4 un punto doble i una bucla
interior a la circunferencia. k

No hace muchos meses el ciudadano espafiol Ferndndesz Cabe-
/lo mostrd en una conferencia publica un instrumento destinado
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a efectuar el trazado de esta curva. En realidad el conferencista
estudiaba el instrumento como un trisector-—que es uno de los
mas complicados que conocemos—sin indicar, talvez sin sospe-
char que el dicho trisector describia una curva definida i estu-
diada. Este instrumento, que no analizaremos, se encuentra
detallado en un folleto impreso en Lima (1893), folleto que el
autor dedica a don Nicolas de Pifrola i a los jovenes de fodo el
nndo (sic). : ’

Un método mas sencillo de utilizar esta curva en la resolu-
cion del problema de la triseccion es el que ha dado a conocer
el setior M. Dorliiac. Este método se encuentra espuesto en un
articulo lijero publicado en el tomo XI1I, entrega 4, correspon-
diente al 15 de Abril de 1898 de los Anales del Instituto de In-
Jenieros.

Dorihiac ha construido cerchas metdlicas que afectan este-
riormente la forma de la limagon. Se usan estas cerchas lo mis- *
mo que un trasportador, i se aplican al método indicado en la
figura 1.

Es claro que una cercha basta para trisecar cualquier angulo

a . . . iy
« ya que 3 no depende del radio de la circunferencia ausiliar,

que es la directriz de la curva. El aparato (fig. 14) tiene marca-

Fig. 14

dos sobre su base los puntos O i 4, que son el centro de la cir-
cunferencia directriz i el punto fijo respectivamente. Se coloca
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OA en coincidencia con uno de los lados del angulo de modo
que el centro O coincida con el vértice. Se marca sobre el lado
en cuestion el punto - i sobre el otro lado el punto # en don-
de la curva lo intersecta. Si unimos £ con A, el angulo OF4
serd el tercio de BOA. Creemos innecesario demostrar esta cir-
cunstancia ya que ella es una consecuencia l6jica de la natura-
leza misma de la curva. ,

En realidad de verdad es este método por tanteos uno de los
mas sencillos i prdcticos de los que conocemos. No queremos
decir con esto que es posible aceptarlo como una solucion del
problema. Léjos de eso. Ademas de no estar sujeto a las condi-
ciones impuestas, no deja de ser un simple tanteo; pero un
tanteo capaz, eso si, de proporcionar una esactitud relativa, su-
ficiente para las necesidades de la prdctica.

R. Ferndndez Frias, que ha buscado la solucion del problema
i ha propuesto medios tan erréneos como complicades, ha caido
en el grave error de creer que el arco de limagon comprendido
entre las secantes ADP, paralelaa BC' 1 AB P (fig. 13), era
un arco de circunferencia de radio P 1 de centro £, determi-
nado por la interseccion de dos arcos de circunferencia de ra-
dio PCide centros P i .

Un paralojismo tan manifiesto no se comenta. Basta enun-
ciarlo para comprender a qué conclusion llegarfamos aceptdn-
dolo.

***

Pasamos, ahora, a ocuparnos del trisector del P. Ceva.

Se ha atribuido este instrumento al aleman Walter Tchirn-
hawusen que nacié el afio 1672 (8). Pero la solucion del problema
en estudio por medio de este trisector aparece indirectamente
indicada en una obra que el padre jesuita 7homas Ceva publicé
el afio 1699. En dicha obra, intitulada Opuscuia mathematica
el padre Ceva hace consideracicnes bastante injeniosas sobre el
problema jeneral de la multiseccion de un dngulo, e indica algunas

{8) Segun otros historiadores, nacio en 1631 i murié en 1708.

Se cree tambien que el trisector de Tchirnhausen es solo semejante al
del P. Ceva. Véase: Act. Erud. Afio 1695, p3j. 290.
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curiosas soluciones ya analiticas, por medio de curvas especia-
les; ya mecdnicas, por medio del trisector, de que pronto nos
ocuparemos.

En realidad no podemos asegurar a cudl de las dos perso-
nas nombradas pertenece este trisector.

No conocemos razones que induzcan a creer que el inventor
sea 7chirnhausen, pero sabemos si, que el P. Ceva aplicé este
instrumento, no al caso particular de la triseccion, sino al caso
jeneral de la multiseccion.

Sea como fuese, la construccion de este aparato estd fundada
en el siguiente teorema de jeometria: Sise prolongan dos lados
concurrentes A B 1 A0 de un rombo i si sobre esas prolonga-

ciones se toman las lon-
- /?A jitudes DF 1 BIZ iguales

i entre si, e iguales al lado
/N del rombo, isi en seguida

: se unen estos puntos & i
,/ SR E con C se obtiene un

4 dngulo FCE igual a tres

I\ :  '~\ veces el 4ngulo DAB. En
/ ) . efecto, tracemos la dia-
A gonal AC (fig. 15) 1 pro-
e longuémosla. Los tridn-
\,/ ki gulos ADC i DCF serdn

g \ isdsceles i si designamos

i | ~._ \ por 3 los dngulos de la
g ,L/'/ ! \E base del tridngulo ADC,
. es claro que el valor de
v los angulos de la base del

/ tridngulo DCF serd 28.
/ o De aqui se deduce que el
Fig. 15 'éngulo‘FCG, por serigual

_ a los internos opuestos
del tridngulo 74, serd igual a 38.

Si observamos que CG es la bisectriz del dngulo #CE con-

cluiremos por afirmar que:

dng. FCE =3 4ng. DAB
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Este tcorema jeométrico se encuentra meccanicamente reali-
zado en el trisector del P. Ceva. Estd compuesto de dos reglas
articuladas en 4. Dos reglas mas pequeiias articuladas en 2, 8
i C realizan un rombo ABCD. Finalmente en ¢ hai articuladas
otras dos reglas CZ i CF, iguales entre si, e iguales al lado del
rombo; llevan sélidamente unidas en los puntos F i £, estiletes
que penetran en ranuras lonjitudinales practicadas en las reglas
AF i AE. Para usar el instrumento, bastard hacer coincidir el
vértice del angulo por trisecar con el punto € al mismo tiempo
que se hara que los lados del dngulo coincidan con los cantos
internos de las reglas CF 1 CE. El instrumento dard en A el
angulo buscado, lo que es evidente despues de la demostracion
que hemos dado del principio en que descansa la construccion
del instrumento.

Otro de los trisectores sencillos que mencionaremos es el que
se encuentra descrito en el Dictionaire universel de Mr. Pierve
Larousse.

La figura 16 ilustra por s sola la disposicion del instrumento.

" -
\\ "/

[24 L
RN R SR AR DAES R AR NN A AR A RN RANRARE

0 ~

Fig. 16

. . ‘ .
Es una simple regla T cuya rama corta estd graduada, a partir
TOMO CI . 52
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de un indice colocado en la prolongacion de uno de los cantos
de rama larga, en dmbos sentidos. Veamos el modo de operar.

Sea ACB el dngulo que se desca trisectar. Colocamos a7 de
modo que el canto P coincida con el lado B 1 trazamos la
recta &d. Hagamos ahora jirar la T en torno del punto C de
modo que el indice ¢ describa una circunferencia de centro €
i de radio (v, hasta que el mencionado indice se cologue en
una posicion tal que la recta &4 ya trazada, i el lado (4 inter-
cepten sobre la graduacion una magnitud igual, lo que se con-
seguird por medio de una série de tanteos.

Conseguida esta posicion marcamos los puntos 2 i g, los uni-
mos con el vértice €' { trazamos la recta da. Se tendran entdn-
ces los tres tridngulos rectdngulos aCe, ¢Cd 1 4Ch iguales entre
si. En consecuencia, los tres dngulos en C serdn iguales entre
si, e iguales a la tercera parte del angulo 4CB.

Mr. C. L. Bergery en sus lecciones publicas dadas en /72dse/
de ville de Metz alos obreros franceses, se espresaba, en orden al
problema en que nos ocupamos, en los siguientes términos (1):

nNo se podria con la regla i el compas, o trazando solamente
lineas rectas i circunferencias, dividir un dngulo en tres partes
ignales, pero existe un instrumento llamado frisector que opera
mui simplemente esta division. Estd compuesto de cuatro re-
glas i de wna porcion de anillo circular. Estas piezas estdn en-
sambladas las unas a Ias otras de manera que la arista A5 (fig.
17) es perpendicular a2 {0 en su punto medio 4,1 que el punto
D, medio de AF es el centro del arco de circunferencia EMF.
Este arco tiene, por consiguiente, por radio:

DE=DA=AC

nLas reglas CG i JA no sirven sino para mantener invaria-
v ble la posicion perpendicular de 4B sobre CD.

(9) Cours.de Sciences industrielles Glomiéirie appliguée & Iindusivie.
Metz, 18z5s.
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nSupongamos que se trata de dividir en tres partes iguales el

dngulo /X L.

2

Fig, 17

nDebe colocarse el instrumento de manera que el vértice 7
se cologue sobre uno de los lados, X 7 por ejemplo, que la
arista 4 B pase por el vértice X del dngulo 1 que el otro lado
K 7 sea tanjente al arco de circunferencia, io que se consigue
por una série de tanteos.n

Cuando se ha conseguido que el instrumento esté en la posi-
cion indicada, el angulo 4 KX L es el tercio del dngulo /7 K Z,
as{ como tambien los angulos 4 X D y D X 7 son cada uno la
tercera parte del 7 K L.

En efecto, esto se verificara siempre que los dngulos 4 KX D,
D K1y A KL sean iguales, Lo son, a todas luces, los 4ngulos
AK Ly A KD por ser opuestos a lados iguales en tridngulos
iguales.

En cuanto al d4ngulo 2 X 7 demostraremos que es igual a los
dos anteriores trazando el radio D M y observando que los
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triangulos recténgulos DM K y D K A son iguales por tener
la hipotenusa y un cateto iguales.

4S5i el dngulo que se debe dividir es mui obtuso, el trisector
no puede darnos directamente la tercera parte, pues serd im-
posible colocarlo de modo que se cumplan a la vez las tres
condiciones enumeradas. En este caso se divide el dngulo en
dos partes iguales 1 se opera sobre una de ellas. Se obtiene
asf la sesta parte del dngulo total.s

El trisector que acabamos de estudiar ha sufrido una serie
de trasformaciones que pasamos a enumerar.

Desgranges (ebanista) ha suprimido las reglas oblicuas C G y
D [, la primerade las cuales impide trazar de un estremo a otro
de la regla 4 B, la recta que da el tercio del dngulo {fig. 18

.

".}\%

:‘!
7
(=]

Lovrain (ebanista) ha sustitnido a la porcion de regla AC
una escuadra {fig. 19) cuya hipotenusa es tanjente a la semi-
circunferencia. El instrumento goza entdnces de las mismas
ventajas que el anterior i es mas sélido.

Aubry (carpintero) ha construide de una sola pieza un tri-
sector que ha querido hacer capaz de trisecar angulos bastante
agudos. Al efecto, ha agregado al semicirculo primitivo otro
mas pequeiio (fig. 20) i ha practicado en la escuadra de Lovrain
una pequefia muesca ¢. Si el dangulo no es bastante grande para
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Jque sea necesario servirse del punto C correspondiente al semi-

circulo de mayor radio, se emplea el punto ¢y el pequefio semi-
cireulo cuyo didmetro e es igual a 2 A asi como AF =2 AC.
B

Fig, 20

Finalmente, y esta es la trasformacion mas completa del

instrumento de la pdj. 17.

Gury (fabricante de espejos) ha construido en cristal an tri-
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sector triple con un trasportador (fig. 21). Cuando la magnitud

%

TEE

i
b3 ;

.

\
o w~)

W
[

Fig, 21

del dngulo no permite usar el punto £, la recta 48 v la circun-
ferencia esterior, se sirve del punto 4, dela recta ab y de la
circunferencia média cuyo didmetro Ca es doble de Aa, o bien
se hace uso del punto 4, de la recta 2’4’ y de la circunferencia
pequeila cuyo didmetro a2’ es igual al doble de Aa’. La recta
@'# asi como la circunferencia pequeha, estan grabadas sobre
el cristal.

Al usar este instrumento es bueno no olvidarse de tomar
precauciones que eviten los errores que puede causar el efecto
de la refraccion.

*

No continuaremos revistando esta série de métodos meci-
nicos que se han propuestc para solucionar el problema de la
triseccion. Creemos que los ejemplos citados son bastante para
formarse una idea, siquiera aproximada de cuantos i cuan va-
riados son los_ instrumentos que se han ideado por los jedme-
tras de todas las edades que han creido posible la solucion de
este antiguo problema.
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Sin embarge, no concluiremos esta parte de nuestro trabajo,
sin mencionar algunos de los mas conocidos personajes que han
dedicado parte de sus esfuerzos a la investigacion de un pro-
blema, desprovisto de toda utilidad prdctica, i sin mas mérito
que el de su antiguedad.

Orance Fine (Orantius Finzus) que adquirié gran celebridad
por sus estudios sobre el movimiento de las aguas i otros pun-
tos de mecdnica, indico algunas soluciones del problema de la
duplicacion del cubo, de la division de la esfera en partes pro-
porcionales, i de la triseccion. Esas soluciones, que a juicio de
los matemdticos de su época no son sino paralojismos indignos
del autor, se encuentran consignadas en la obra De redus Ma-
2heinatisis hactenus desiderntis dada a luz en Paris en 1535,
Fine fué refutado por Buteon, uno de sus discipulos i por un
matematico portugues, justamente célebre, Pierre Nonius, o
Nougnez, que escribidé espresamente una obra intitulada v De
erratis Orantiin

Joseph Scaliger indicé tambien algunas soluciones que fueron
refutadas por Wiete 1 Adrianus Romanus.

E! mismo Vieze ha propuesto algunos procedimientos mecé-
nicos en suobra Suppl. Geom. Variorum de rebas math, respons
{1-8, c. 3, opera, p. 240).

Despues de ¢l, Huygens ha dado un gran numero en su
obra flustrium quorund probl. constructiones, (opera varia,
paj. 388).

El mismo Viwian: ha construido este problema de diver-
sas maneras elegantes i nuevas, que se encuentran relatadas
en la obra Divin. in Aristenin, Solutio, probl. D. Contiers.

Podriamos todavia citar muchos mas: Delalean, Clerget, Li-
ger,etc, sino temiésemos abusar de la benevolencia de nuestros
lectores.

En resumen, podemos decir que casi no ha habido jedmetra
de alguna reputacion que no haya pretendido encontrar el me-
dio de solucionar el probleina. Estas pretensiones justificables
en otra época, no lo son a la fecha. Desde que las teorias alje-
brdicas han puesto de manihesto la imposibilidad de resplverio
con los métodos de la jeometria ordinaria, es una pretension
absurda, es luchar contra las ciencias, es retrogradar, pensar
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siquiera en que es posible encentrar un medio de combinar
rectas i circunferencias para encontrar la solucion deseada.

Desgraciadamente, algunos mateméticos de nuestro pais han
caido tambien en el error de creer posible este problema.

He aqui lo que, en sesion del 16 de Octubre de 1893 en el
seno de la Société Scientifique du Child, a propésito de una pre-
tendida solucion del sefior M. (ddiz, decia el sefior F. Latasier

... Agradeceria al seflor Obrecht que tratase la cuestion de
una manera un poco jeneral, puiigue wune sorte d° Fpidéntie sene-
ble Sétre adattue sur les mdthématiciens du pays (10), que publient
de tous cdtés, de prétendues solutions du probléme de ln trisection
de Pangle et de quelgues antres probléemes aussi fameur et vrai-
semblablement aussi insolubles.

Mas adelante insertamos la parte final de la contestacion del
sefior Obrecht.

Observaremos por fin, que todos, 1 casi todos, los medios que
hemos estudiade, aparte de no constituir una solucion del pro-
blema, carecen del caracter de jeneralidad que debe revestir
todo procedimiento jeométrico.

Hemos creido inutil insertar aqui los nombres del sin na-
mero de falsos trisectores que han propuesto soluciones jeomé-
tricas o sea basadas en el empleo esclusivo de la regla i del
compas. La sola enumeracion de estas pretendidas solucianes
podria ser materia suficiente para un estenso articulo.

Pasamos ahora a demostrar la imposibilidad de resolver el
problema de la triseccion por medio de la jeometrfa elemental
1 sin mas ayuda que la regla y el compas.

Como una primera demaostracion insertamos la parte final de
la contestacion que el sefior A/&erto Obrecks dié al sefior Lataste
en la ocasien mencionada.

nTratase ahora de dar una demostracion sencilla del porqué
la triseccion del dngulo no se puede hacer con la regla 1 el
compas.

nLa posicion de la recta que divide el dngulo en tres serd
fijada por el vértice del dngulo dado i por la posicion de

(10} Parece que el sefior Lataste ha querido referirse a los Cortinez, los
Fernandez Frias, los Reszka, los Cadiz, etc.
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cierto punto del planc de la fgura. La posicion de un punto
se determina en jeomeiria por la interseccion de dos curvas.
Si en el cazo crpsiderado las dos curvas son dos rectas, el
punto es unico i el problema de la triseccion tendra una sola
solucion; si las dos curuas son una recta | una circunferencia
habrd ademas del punto buscado, otro que satisfard a la
cuestion, es decir que el problema de la triseccion tendra dos
soluciones. En restmen, si la triseccion puede  hacerse por
medio de la regla i del compas, habra, a lo mas, dos solucio-
nes del problema (11). Si ahora se demuestra que el nimero de
soluciones ha de ser tres, no quedard duda que el probiema
no puede ser resuelto con la regla i el compas.

Este ultimo punto se puede demostrar asi: cuando se dibuja
un &ngulo @, no puede dejarse de dibujar al mismo tiempo todos
los dngulos comprendidos en la férmula

a + 2% 3600
siendo # un mimero entero. Luegn, cuando se busca el dn-
d o . . .
gulo — se debe obtener al mismo tiempo todos los dngulos
3

4

comprendidos en la {érmula

o
—+ax12c°

O-
, a a . il
Entre estos figuran los tres dngulos —, =+ 120% i — + 240°
= 373 3
2

que son distintos unos de otros; los demas no difieren de estos
tres sinc en un multiplo de 360° Asf, cuando se busca por un

(11) A este respecto, es decir, en cuanto al nimero de soluciones de que
es susceptible un problema de jeometria. el sefior Tafelmacher observa con
razon que este numerc puede ser hasta ocko, i que lo principal es que un
problema jeométrico que tiene mas de dos soluciones, en el caso jeneral
debe tener un nimero par de soluciones, no obstante que tal nimero se
reduzca, en casos particulares, a otro impar menor. Por ejemplo sea, ade-
terminar sobre una circunferencia un punto que diste de una recta dada L
una lonjitud dada §. Si L corta a la circunferencia, habra cuatro soluciones
en el caso que las dos paralelas a L trazadas a una distancia § son secantes
a la circunferencia, pero el namerc de solaciones se reduce a fres cuando
una de las secantes se convierte en tanjente.
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procedimiento cualguiera el éngulo% no se podra dejar de
3

encontrar, ademas de este dngulo, otros dos distintos del pri-

mero i distintos entre sf; es decir, que el problema de la trisec-

cion es susceptible de tres soluciones: por consiguiente, segun

hemos visto anteriormente, no se podra resolver por medio de

la regla iel compas.»

A pesar de que la demostracion anterior es lo suficientemen-
te sencilla { completa para convencer al mas escéptico, entrare-
mos en mayores detalles a fin de llevar mas el convencimiento
a los mas exijentes. )

La imposibilidad de una solucion jeométrica del problema
en estudio esta fundada en consideraciones que pasamos a es-
poner.

Para resolver un problema dado, es necesario:

1.%) Efectuar la construccion,

2.9 Demostrar que ella es esacta; |

3.°) Discutiria, es decir, indicar los limites entre los cuales
los datos deben estar comprendidos paia que el problema ad-
mita o, 1, 2, 3. etc, soluciones.

Antes de efectuar la construccion es necesario cerciorarse de
si el problema de que se trata admite solucion.

En la jeometria de Euclydes, siempre que un problema ad-
mite solucion, ésta debe componerse.de dos operaciones funda-
mentales i dnicas: trazar una recta por dos puntos dados,
trazar una circunferencia conocidos que sean el centro i el ra-
dio; ya que no se admiten mas que las construcciones en que
entra la linea recta 1 la circunferencia, es decir, aquellas que
pueden efectuarse con la ayuda Gnica dela regla (para trazar
rectas, no para medir) i del compas. B

En la mayoria de los casos la solucion de un problema de-
pende de la fijacion de un punto, i es sabido que un punto
queda determinado cuando se conocen dos condiciones a las
cuales debe satisfacer. Si se elimina una de esas condiciones, la
fijacion del punto es ya indeterminada: habrd una série de
puntos que satisfagan a la condicion quese ha conservado i esa
série de puntos forman una linea, que se denomina fugar jeo-
wetrico.
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En restmen, un punto queda fjado por [a condicion de en-
contrarse colocado sobre dos lugares jeométricos a la vez, Un
punto jeométrico es pues la interseccion de dos lugares jeomé-
tricos.

Supongamos ahora que por cuaiquiera de los métodos de la
Jeometria Analitica se haya puesto en ecuacion el problera,
o se haya establecido las ecuaciones de los lugares jeomé-
tricos que por sus intersecciones proporcionan la solucion del
problema. Habrd que.censtruir cada una de esas ecuaciones,
1o que no es otra cosa que reemplazar los valores numéricos
espresados en ella, por construccienes jeométricas. I como es-
tas construcciones deben ligar convenientemente las lineas que.
representan los valores numéricos considerados, deben condu-
cir, en ultimo término, a una iinea que representa el valor nu-
mérico de la incdgnita.

Como la ecuacion de la recta es de primer grado, i la de la
circunferencia de segundo grado, no se podrdn construir mas
que férmulas racionales de primer grado 6 irracionales que en-
cierren radicales de segundo grado o que puedan reducirse a ra-
dicales de segundo gradn, lo que se demuestra ficilmente (12).

En otros términos, wa condicion necesaria i suficienie para que
wn problema pueda resolverse con la regla 7 2l compas es que las
cantidades buscadas puedan espresarse por medio de cantidudes
dadas racionalmenie i por raices cuadradasy (13).

Ahora bien, como luego lo veremos, el problema en estudio
conduce a una ecuacion de tercer grado que da para la incég-
nita tres valores reales, desiguales e inconmensurables.

Es pues, una ecuacion irreductible, es decir, que su primer
miembro no puede descomponerse en dos factores (polinomios)
de coeficientes racionales.

Consiguientemente, el problema de la triseccion no podrd
relacionarse con las intersecciones de rectas i circunferencias o
de circunferencias entre si, Intersecciones que, prescindiendo de
casos particulares, se producen siempre en niimero par.

No es ménos evidente que el problema en que nos hemos

(12) Véase Fourcy. Legons de Giométric Analytique, paj. 131.
(r3) J. PETERSEN. Constructions Céométrigues. Paris, 1803.
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ocupado no podrd construirse sino empleando curvas capaces
de dar tres puntos de interseccion, es decir que no podrd re-
solverse con el empieo esclusivo de la recta i1 de la circunfe-
rencia.

Para demostrar ahora que la ecuacion que traduce el proble-
ma al lenguaje del analisis es de tercer grado, irreductible, su-

. . . «
pongamos que se conoce cos o i se quiere determinar cos —.

J
Sien la férmula
COS 30 =4 cOS™ ¢ —3 Cos ¢
; a
reemplazamos ¢ por — tendremos
3
L u
COS 4=4 CO3*— — 3 COS—
3 3
Hagamos:
Cos u=2a
. 4]
i COS ~— =1
, 3
se tendra:
2 o
I — e —— =0 i e ()
4 4

que es una ecnacien frreductible.
Veamos cudles son las raices.

7 - o R
Para tener todos los valores posibies de x=cos—, es preciso
. =

[}

considerar todos los valores posibles de &=cos a, valores que
se dan por la férmula:
b=cos (zam+a).... ... e (2)

designando por » un ndmero entero cualquiera.
De la espresion (2) se deduce

2nT+a
£ =COoS T a

3
formula que da valores distintos solo cuando # tiene una de
estas tres formas:

34, 3k+1 1

W
b
_I.
&)
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Introduzcamos, pues. sucesivamente en la espresion (3) los

valores:

6ka +ua , a“}
x = CoS - =Ccos{2km+ — | =cCOSs—
J t J‘I 2
(32+1)z2x+a T 27 a] {2 o]
= Cos - =COos| 28w+ — +— |=C05| —7 +— '
3 - 3 31 3 3
. (3k+2)2n+u a o) 14 7
F= oS ———— = 08| 2bmw + 7w + — ;: cos| o+
3 L 3 3 3 3

Esto indica que si'se resolviese la ecuacion (1) se obtendrian
las tres raices reales, desiguales, e inconmensurables:

a2 = COS—
2
3
.- (‘ z a
&= o8| —7 +—
| A
i3 3
. . =
N 4 %) 2 o
27 = COSIF—:T T |= COS{\j’n‘—Ti
|3 3 3 3

Asi como hemos elejido el cos para hacer esta demostracion,
podriamos haber elejido otra funcion trigonométrica cualquiera,
el sem. o la £g. por ejemplo, { habriamos Hegado siempre a una

. ecuacion de tercer grado, irreductible. _

Creemos haber dejado, una vez mas, claramente demostrada
la imposibilidad de resolver jeométricamente el p;obiema dela
triseccion.

Una tltima observacion.

Se ha creido' o pretendido creer que el problema de dividir
un dngulo en tres partes iguales, podria darse por resuelto siem-
pre que se encontrara un procedimiento, jeneral o particular, i
cualquiera que fuesen los medios empleados, que proporci'onara
el dngulo —.

3
En realidad de verdad, esta creencia es errénea, profunda-

mente errdnea, ya que el problema fué propuesto como lo he-
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mos dicho anteriormente, en determinadas condiciones, valfzén-
dose sole de la vecia 7 de la circunferencia.

Inutiles son, pues, los esfuerzos gastados en construir instru-
mentos especiales, aplicar cdlculos logaritmicos,~lo que ya es
el colmo--i combinar curvas particulares.

No se satisfacen, ni con mucho, las condiciones del problema;
i despues de todo, éste no tiene, en si, importancia practica
alguna, ya que un simple tanteo es saficiente para satisfacer las
mayores exijencias en los poquisimos cascs en que, en las artes
industriales, se hace necesario trisecar un dngulo.

En cuanto a las necesidades del dibujo, un trasportador bien

" ‘manejado salva con ventajas la dificultad.

Francisco MARDONES

Ayudante del Curso de Jeometria Dascriptiva.






