CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL

( Continuacion)
Cilindros

Sean «, 8, los cosenos directores de las jeneratrices, la ecua-
cion jeneral de los cilindros podrd escribirse bajo la forma

( r=atap
(6) ¢ y=0+8p
( z=C+yp

Las coordenadas &, 6, ¢ serdn las de un punto de la directriz
i ellas serdn funciones de cierto parametro variable 2

Se comprende que la eliminacion de #1i p dard una ecuacion
entre &, 7, 2z tal como

(7) F(xly’z):()

Ahora si, en esta Gltima ecuacion, se reemplazan x, y, z por

sus valores (6) los dos parametros ¢ i p deberan eliminarse idén-
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ticamente; en resumen la funcion 7, una vez reemplazados x,
7, 2 por sus valores (6), debe ser independiente de #1 p. Segun
esto, las derivadas parciales de #, respecto a z1i p, deben ser
nulas cualesquiera que sean =z, 7, z; la derivada respecto a p es

o dF F oF
(8) ‘g;:aﬂ- T‘ij +7"37’-

Luego, en todos los puntos del cilindro, se debe tener

3F s SF ) JF
(9) , a 3 + *:0\7’?")/5?—0

O bien
aA+B u+yyr=0

Esta ecuacion espresa que la normal en cada punto del ci-
lindro es perpendicular a la jeneratriz o que el plano tanjente,
en todos los puntos, es paralelo a2 una misma recta.

Reciprocamente la ecuacion (9) es caracteristica de los cilin-
dros; supongamos, en efecto que la ecuacion (7) sea la de una
superficie que averigua la relacion (g) i sean 4, 4, £ las coorde-
nadas de uno de sus puntos; tracemos por este punto la recta
(6); la ecuacion (7) es satisfecha cuando p=o0, puesto que a, &,
¢ son, por hipdtesis, las coordenadas de un punto de la superfi-
cie; ahora la misma ecuacion (7) es satisfecha para todos los
valores de p; en efecto segun (8) i (9) se tiene, para todos los
valores de p,
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Luego, al sustituir a z, ¥, 2 sus valores (6) p desaparece de la
ecuacion (7). La superficie contiene por consiguiente toda la
recta (6); lo mismo sucede en cada uno de sus puntos; luego la
superﬂcie es un cilindro.

Conos

Las ecuaciones (6) pueden representar tambien las ecunacio-
nes jenerales de los conos, enténces g, 4, ¢ son las coordenadas
constantes del vértice i ¢, 8, v tres funciones de un parametro
variable 2 '

La ecuacion (9) toma entdnces la forma

dF
(10) (xr—a) ‘a—£~+(y~b)——9~~+(z-—c) —— =0

Esta es la ecuacion caracteristica de los conos.

En efecto sea (7) la ecuacion de una superficie que satisface
a la condicion (10) i #, 7, 2, las coordenadas de uno de sus
puntos, p, su distancia al punto &, 4, ¢, consideremos la recta

¥
(11) =yt T

Al sustituir estos valores de x, y, z en la ecuacion (7) ésta
serd satisfecha por hipdétesis cuando #=0; ahora la misma ecua-
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cion seri satisfecha para todos los valores de #7; en efecto se
tiene

d QF i —a 3F oy —b  AF g —c
= A Ay P
cr ¢x P1 y P cE 1
QO bien

2F - ' JF 5 QF _F
- = § . e iy (g — _
97‘ P‘+7’ (I ﬂ) ax ‘(] )ay *( [) 33

Por consiguiente, al sustituira z, y, £ sus valores (11), en la
ecuacion {7), » desaparece. La superficie contiene por consi-
guiente toda la recta que une el punto x, y, 2z, al punto fijo
a, b, c

Como z, y, #, son las coordenadas de un p?nto cualquiera
de la superficie se ve que ella es un cono cuyo vértice es el
punto 4, b, .

TEOREMA.

Si a, b,c son las coordenadas del vértice de un cono, la ecuacion
de la superficie es homojénea vespecio de los binomios x—a, y—b-
z—c.

Sea enefecto F (x,7, 2) una funcion homojénea, de grado
m, respecto de los binomiocs x—a, ¥—&, #—¢; si, en esta ecna-
cion, se reemplazan los binomios por ap, Bp, yp, todos los tér-
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minos contienen, por definicion p™ en factor, luego se puede

escribir
_F(a*{—ap, ﬁ-}-Bp, £~}-‘y,a)=:p"’ F(L’l—i-a, é—i—,@,[*}—y)

Esta relacion debe tener lugar para todos los valores de p,
luego las derivadas de los dos miembros respecto a p deben ser
idénticamente iguales; se obtiene asi la ecuacion

2 BQF 3F .RF 5
CRr TU T Y T (@+a,b+f, cty)

O bien

=mF (x,,2)

Qz

R AF ()t 3
(12) (x—a) S U )’57 +(z—9)

Se ve que la ecuacion caracteristica de los conos satisface a
esta ultima ecuacion, puesto gue la ecuacion de la superficie es
F(xyz)y=o.

Ahora la relacion (12) es caracteristica tambien de las fun-
ciones homojéneas de grado »z respecto de los binomios x ~—a,
y—b, z—c.

Sea, en efecto, F (x, y, 5) una funcion que satisface a la rela-
cion (12); hagamos en ella

r=a+ap
y=0+8p
F=ctyp
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tendremos
o F QK 8 3 2 F
T =ar— 85—ty 5 =
3, “ax FERAFY

I e Sa g, -0 S
O .bien, segun (12)
3 F, _m
dp p
C bien
L 3E _m
£ 3p  p
Luego
L F=uL LC

F:’pm C

La constante de integracion C es una cantidad cualquiera,

independiente de p; para determinar su valor basta hacer p=1,
enténces

C=F(ata 6+8,c+vy)
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e

Se obtiene por consiguiente

Flatap b+0p, c+yp) = p™ F(ata, 6+8,c+y)

Lo que averigua que la funcion 7 es homojénea respecto de
los binomios xr—a,y~8, z—c.

En particular, cuando el vértice de un cono es el orfjen de
las coordenadas, su ecuacion es homojénea en z, 7, 2

PROPIEDADES DE LAS SUPERFICIES REGLADAS

‘Consideremos, sobre una superficie reglada cualquiera, una
curva que sea normal, en cada uno de sus puntos, a la jenera-
triz que pasa por este punto;sean a, §, ¢ las coordenadas de un
punto A de esta curva i 4, 8, y los cosenos directores de la je-
neratriz A8 que pasa por este punto; las seis cantidades «, 4, ¢,
a, B, v, podran ser consideradas como funciones de un mismo
parametro #; ademas, estas funciones satisfacen a las relaciones

g aF+ B+ yr=1
(13) | e g
[ ewm T8 Ty e

La primera significa que’a, 8, v son los cosenos directores de
una misma recta ila segunda, que la curva, lugar jeométrico de
los puntos g, 4, ¢, es normal a las jeneratrices.

Las ecuaciones de la jeneratriz 45 son, por otra parte,

[ x=a+tap “
(14) y=50+8p

g=ctyp
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De suerte que la ecuacion jeneral de las superficies regladas
resultard de la eliminacion de z1 p entre estas 4dltimas ecua-
ciones. '

Sea M el punto cuyas coordenadas son x, y, z; cuando Zes
constante i p variable el punto 37 describe una jeneratriz i cuan-
do p es constante i z variable el punto M describe una curva
p=const.

TEOREMA.

Todas las curvas p=const. son normales a las jeneratyices

Sean, en efecto, dz, dy, dz las proyecciones del cambio de
tugar de M sobre una curva p=const; se deduce de (14)

Cogpe(dn e
(d \_drfﬁdz at

7 aladin
7 P 7 / dt

&
I

b, 4 dy>.
\ d“’(\d ‘}‘pE—/df

Observaremos que, segun la primera ecuacion (13),

aﬁ-}-@de dy

dr T s TVarT°

Multigliquemos &z por a, dy por 8, dz por y i sumamos, ten-
dremos, segun (13)

adz+Bdy+ydz=o0

s
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Luego el cambio de lugar de 37 sobre una curva p=const. es
normal a la jeneratriz que pasa por este punto.

Angulo ¢ distancia de dos jeneratrices infinttamente priximas

Sean A8, A’B’ dos jeneratrices iafinitamente préximas i 4
£+ df los valores correspondientes del parametro #; de el dngulo
que forman. Tracemos por el orijen de las cocrdenadas dos rec-
tas OF, OF' respectivamente paralelas a 4B i A8 1tomamos
sobre ellas OFP=(0F =1. La distancia de los puntos 2 i A’
mide el dngulo de i sus coordenadas respectivas son a, 8, y i
a+da, B+dB, y+dy.

Ahora PP’ estd en un plano paralelo a las dos jeneratrices
AB 1 A'B' i su direccion limite es perpendicular scbre OF o
AB; sean por consiguiente a, B, y, los cosenos directores de
PP’'ia, B, vy, los de una recta perpendicular a las dos jene-
ratrices 4B 1 A'B.

Las tres direcciones a, 8, v; «; 8, v,; a, 8, v, forman en
el limite, un triedro rectangular.

Proyectemos PP’ sobre OX, tendremos

Ja

aidff: (‘d; [i«’f
Luego

e da
i GgE T dr
? de 4B
(1%) VB =
) de  dy

g T de
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. de . ; .
Estas formulas permiten calcular ——en funcion de las deri-

d:
vadas de los cosenos g, 83, v.

Supongamos que los puntos 4 i A’ pertenezcan a la curva
p=01isea VIV’ la perpendicular comun a las dos jeneratri-
ces; los puntos 4V, V' pertenecen evidentemente a una curva
p=const.; ademas la direccion de N/’ debe ser a, 8, v,.

Podemos suponer que los primeros miembros de las férmulas
(15) son las tres proyecciones de V7', sean enténces NNV =do
i AN=R, se tendrd

[ do da da

. @@ gr =@ YR
' ] de b 48

(17) b:gr =z TR
( a’a* - dc - d’y'

e T w TR

Estas férmulas dan, a la vez, la distancia 4o de las dos jene-
ratrices ila posicion &V del punto de 4.5 por el cual pasa la per-
pendicular comun a las dos jeneratrices.

Plano tanjenie

Sea F (x,y, z)=0 la ecuacion de la superficie reglada; si se
reemplazan z, y, z por los valores (14) la ecuacion debe ser sa-
tisfecha idénticamente, es decir para todos los valores de 71
de p, de ahi resulta que las derivadas parciales de la fun-
cion F respecto de 71 p deben ser nulas; se tendrd por consi-

gutente

2F 2 dx 3F 2y 2F 2z
= + = + =0
2p dx 9p Sy dp 2z 2p
QF QF 3 SF 3y 2F 3=
9: T 32 37 T3y af Y ae s T°
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I

Podemos en estas ecuaciones reemplazar las derivadas —— |

dx
2F o F B , o
3 por los cosenos A, u, v de la normal, se tendra asi
24 3z
4

Qx ey 2z
ANt e oy =
ap M2 3p

X cx ¢ Jz
- — =0
A VAT,

Segun (14), las derivadas parciales de z, y, z respecto de p
son a, G, v i las derivadas parciales, respecto de # son los valo-
res que resaltan de las ecuaciones (15); luego A, u, v serdn de-
terminados por las ecuaciones

g Aatu B+vy=0

(18) 5 / ;
da ab de [, da 4B dy
(Az’? tur g e\ Mgy gty g )=0

La primera ecuacion muestra que el plano tanjente en un
punto contiene, como era natural, toda la jeneratriz que pasa
por este punto i la segunda muestra que la orientacion del plano
tanjente varia con p, es decir con la posicion del punto sobrela
jeneratriz.

Estudiaremos la lei de esta variacion. Consideremos, la jene-
ratriz A8 1 supongamos que el punto 4 se haya elejido de tal
manera que la perpendicular comun a AB i A'B’ pase por este
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ponto; deberemos hacer enténces R=0 en las férmulas (17);
ellas se reducen enténces a los siguientes

do _ da
Cl2 —71[— - al
da b
Sze = ar
1/(7 . lZ’é'
Ve g T AR

Reemplacemos, en (19), las derivadas de a, 4, ¢ por estos va-
lores 1 las derivadas de q, B, v por los valores (16) tendremos

d. o1
—(;}(h ay+ufBy+y 'yﬁ—i—p% ANa,+uB,+vy,)=0

El plano tanjente en el punto 4 es el plano 544’ determi-
nado por las direcciones a, 8, v; a, 8,, v,; sea 8 el dngulo del

omos

plano tanjente en 2/ con el plano tanjente en A4, tendremos

ANa,+u 8, +vy,=—sen f
Nay+u B, +vy, =-+cos b

. de
g O=e

; . . . de
En los puntos de una misma jeneratriz —7 e constante, lue-

go la tanjente del dngulo § varfa proporcionalmente a p i el
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plano tanjente jira de un Angulo total de 180° cuando el punto
M recorre toda la jeneratriz.

El dngulo 8 quedard invariable si de=0 0 si do=0; en el pri-
mer caso, las dos jeneratrices A8 i A’B’ son paralelas i, en el
segundo, su distancia es igual a cero; en los dos casos, como se
ve, las dos jeneratrices infinitamente proximas estdan en un

mismo plano.
SUPERFICIES DESARROLLABLES

Estas superficies constituyen una clase mui importante de las
superficies regladas; en ellas, cada jeneratriz corta la jeneratriz

‘infinitamente préxima o, mas bien dicho, la distancia do de dos

jeneratrices infinitamente proximas es infinitamente peguefia
respecto de la variacion &7 del parametro.

e . .
Segun esto, el valor de —5—4 es nulo para todas las jeneratri-
[2

ces i las ecuaciones (17) se reducen a las siguientes

da «

( R
| g _
(19) V@ TR

dc dc
@ TR =

R es la distancia contada sobre una jeneratriz, desde la curva
p=0, del punto de interseccion de esta jeneratriz con otra infi-
nitamente préxima.

De estas férmulas se deduce

da db S de
(20) Zi T BT =k
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Esta es la relacion caracteristica de las superficies regladas
desarollables; en efecto, las ecuaciones de dos jeneratrices infi-

nitamente préximas son

r=a+ap r=atrda+{a+da)r

Z=CA4yp s=c+de+(y+dy) r

Para que ellas se corten es necesario que estas seis ecuacio-
nes, entre ias cinco incégnitas x, ¥, 2, p, # sean compatibles; eli-
minamos en primer lugar z, 5, 2, tendremos las tres ecuaciones

da+rdata(r—p)=o0
db-+-rdB+B(r—p)=o0
detrdy+y (r—p)=o

Mnultipliquemos respectivamente por a, 3, y i sumamos, ob-

tendremos
¥ — p=

1, en seguida

e _ & A
“da T 48T 4y

Las ecuaciones (20) espresan que estos tres valores de » son
iguales entre si, por consiguiente, que las jeneratrices infinita-

mente préximas se cortan.
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Plano tanjente

Las ecuaciones (18) que definen los cosenos directores de la
normal en un punto de una superficie reglada cualquiera se sim-
plifican si se toma en cuenta la relacion (20) i se obtiene

[ Na+uB+vy=o0

{21) ‘ i dg a
3 /. . ‘)/
[ Mg rea tra

AN

Los valores de A, u, » que resultan de estas ecuaciones de-
penden sclo de 7 luego el plano tanjente es el mismo en todos
los puntos de una misma jeneratriz.

= Linea de retroceso

Se Hlama lnea dz retvoceso el lujar jeométrico de los puntos
de interseccion consecutivos de las jeneratrices. Hemos desig-
nado por K la distancia, a la curva p=0 del punto de encuen-
tro de dos jeneratrices infinitamente préximas, luego, sobre

"cada jeneratriz el punto de la linea de retroceso serd aquel cuyo
valor de p es igual a R En otros términos, las ecuaciones de la
linea de retroceso son

r=a+t+a R
y=6+8R

g=c+v R

Ademas el valor de & es determinado sobre cada jeneratriz
isu valor en funcion de 7 es dado por una cualquiera de las
férmulas (19).
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Busquemos la tanjente en un punto de esta linea, tendremos

der=da+ R da+adR
dy=db+ R dB+BdR
de=dc+Rdy+ydR

O bien, segun (19)

di=q dR
dy=BdR
dz=vy dR

Luego la tanjente, en cada punio de la linea de retroceso, es o
Jeneratviz que pasa por este punio.

Sean tambien £, 5, £ los cosenos directores de la normal al
plano osculador en un punto de la linea de retroceso; estos co-
senos estan determinados por las relaciones

de +)](l_'}’ -+ §dZ:O
fz{2x+qd‘~’y+§d*z:o
Se tiene ahora

dx=ud*R+da dR
d°y=Rd*R+d8 dR
A2z=vy d*R+dvy dR

Al sustituir se encuentra simplemente

o+l +{y =0
Eda+ ndB+{dy=0
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Estas ecuaciones, comparadas con {21), muestran que ¢/ pla-
no osculador en cada punto de la linea devetroceso es el plano lan-
Jente a la superficie desarrollable en el mismo punio.

Propiedad caracterfstica de las superficies desarrollables

Hemos visto, mas arriba, que los cosenos directores A, u, v
de la normal, en cada punto de una superficie desarollable, son
funciones de un solo parametro variable 7. Esta propiedad es
caracterfstica de estas superficies.

En efecto, las coordenadas de los puntos de esta superficie
podrén siempre espresarse en funcion del parametro 71 de otro
parametro p, de tal manera que se tendrd

x=f, (4 p)
(22> y=J. { P)

i Zz.f:l (tz P)

-
Los cosenos directores de la normal en un punto son defini-
dos por la ecuacion jeneral

Adr+udy+yds=0

en la cual dz, dy. dz son las proyecciones de un cambio de lu-
gar cualquiera sobre la superficie; luego si en esta dltima ecua-

cion se reemplazan z, y, z por sus valores (22) la nueva ecua-
TOMO CIV 28
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cion deberd ser satisfecha cualesquiera que sean 47 i dp; de ahi
se deducen las dos ecuaciones siguientes

/}\ QV_L dy 92_0
& 3 THRS TV T
- (23)
Aa,e;+ 8y+ dz o
S " v -

Estas dos ecuaciones bastan precisamente para definir los
tres cosenos A, u, v; derivamos la primera respecto a p i la se-
gunda respecto a # 1 observamos que, por hipétesis A, g, v de-
penden solo de 2 tendremos

A “x . Py o’z _
die, “9s3, V313
Px + %y 4 *z dn &
Soat "M T T Al e
id}z dy dy dz
[5'2' ap df ap—

Al restar estas dos ecuaciones tenemos simplemente

(24) ax 2x  dp 3y dy 2z _
WOTF T, T A G Td a0
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Sean ahora a, 8B, v, los cosenos directores de la interseccion
. de dos planos tanjentes infinjtamente préximos, estos cosenos
satisfacen a las relaciones

arA+But+yv=o0

du | dy

d
*—A*‘ + 8 + ’)/ld}" =0

&t dt

a

Luego si se comparan estas titimas ecuaciores con la primera
de las ecuaciones (23) i con (24) se obtiene

dx Sy 0z

o _3p _ 3p

@ By

Esto quiere decir que, en todos los puntos de una curva
Z=const. la tanjente tiene una direccion constante representada

por a, 8, v. La curva #=:const. ¢s, por consiguiente, una recta
cuyos coeficientes angulares son @, 8, v 1 las ecuaciones (22)
deben tener la forma

r=a+tap
(25) \ y=6+8p
boz=ctyp

La superficie es par consiguiente reglada.
Ahora el plano tanjente queda el mismo en todos los puntos
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de una jeneratriz, puesto que A, u, v dependen solo de #; luego
la superficie reglada es desarrollable.

Una superficie desarrollable es la envolvente de un plano mdvil
Consideremos en efecto la ecuacion de la superficie bajo la

forma (23), se sabe que los cosenos directores A, u, v de la nor-
mal en un punto cualquiera satisfacen a las relaciones

da 4B, dx

~>\.;?-‘lu'7i7+y—d’7:o
26

)‘ﬁ-kuﬁyﬁ-'rvﬂ:

VI de T Ay At

De la primera se deduce

. ax |, du dv
a8y =0

Multipliquemos respectivamente las ecuaciones (25) por A

&, v 1 sumamos; tendremos ,

(27) Axr+ pr-tyz=Aa+ud4-ve
. . aa du dy . )
Multipliquemos ahora por T Ar gy | sumamos; ten-

dremos

AN du dy an dﬂ dy
R e e PR A

e e R R e SR i T T e T
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Se puede agregar, en el segundo miembro, la espresion

da 4 + e ue, segun (26) es igual a cero; se obtie-
R'E T Jdi v At que, =3 “ 2 s »

ne entonces

(28) AN de v dQetpbtye)

2 —
=

2t 7T Yz
Las ecuaciones (27) i {28) representan precisamente la envol-
vente del plano (27).

A. OBRECHT

( Continuard)




