CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL
_—@__

{ Continuacion )

TeEOREMA 1

S7 una linea de curvatura es plana, ¢l plano de esta linea covia
la superficie bajo un dngulo constanie.

En efecto, en todos los puntos de la lUnea de curvatura el pla-
no osculador a esta linea queda fijo, 4¢ es por coasiguiente
igual a cero i la ecuacion (9) se reduce a

§=Cr

Lo que demuestra el teorema.

Teorema IL T

St la curva de interseccion de dos su;ﬁe;ﬁa’es es una lnea de
curvaiuva de cada una de ellas, estas superficies se corvtan éajo .
dngulo constante. :
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Sean en efecto ¢/, 87 los dngulos que hace la normal principal
en un puato de la linea de interseccion con las normales a las
dos superficies en el misme punto; la ecuacion (g) da

dé'=d¢
L{g”:tll¢
Por consiguiente
48" —§)=0
=8=Cr

Lo que demuestra el tedrema.

TrorEMA III,

Si dos superficies se cortan bajo un dngulo constante i 51 la cur-
va de inferseccion es ltnea de curvatura de una de ellas, tambien
Jo es de la otra. ' ’

En efecto, se supone que

d8=dg¢
d((gll_é/) =O
De ahi se deduce
d8"=d ¢

Lo que demuestra el teorema.

TEOREMA DE DUPIN. ,

Cuando tres sistemas o familins de superficies se cortan res-
pectivamente a dngulo reclo, las curvas de interseccion son lineas
de curvatura de cada una de ellas.

s
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Para demostrar este teorema consideraremos, en primer lu-
gar, dos superficies que se cortan a dngulo recto i buscaremos
qué relacion debe existir entre los coeficientes de los parabo-
loides osculadores en un punto cualquiera de la linea de inter-
seccion.

Sean (fig. 3) A B la curva de interseccion, O uno de sus

Fig. 3

puntos, O X una tanjente en Qalacurva A B 1 0V, OZ las
normales en O a las dos superficies; las ecuaciones de los para-
boloides osculadores en el punto O seran respectivamente

23=Azx*+2Bxy+ {y*

2y=A'2*+2Bxz+ (s>

Sea M un punto de 45, infinitamente préximo de 0. el 2 i
el y del punto M serdn infinitamente pequefios de seguado 6r-

den respecto de .
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Sean A, u, v i A, », v los cosenos directores de {as normales
en M a las dos superficies se tiene

A e
Ax+ By — Br+(Cy = —1
- N _ lb!./ _ V/
Azx+ Bz~ —1  Bx+(C=z

O bien si se desprecian los infinitamente pequefios de segun-
do érden,

A _ Mo v I
Ax Bx —1 —1
N v
Az —1 - Bx - —1
Luego

A=—Ax AN=—Ax
ILLZ—BX ,{L"Z-i—l
v=+1 vy =—B8x

De ahi se deduce, al despreciar el segundo 4rden,

A +uu +ww=—(B+B8)x

Pero, en el punto M, las dos normales deben ser perpendicu-
lares una sobre otra, luego se debe tener

B+ B =0
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Supongamos zhora que, en el oumo 0, hayan tres superficies
octogonales i sea

2x=A"y* + 28"z + {"2*

el paraboloide osculador de la tercers; entre los coeficientes de
los tres paraboloides deberemos tener las relaciones

B+ B =0
B+B =0
B +B'=0

Esto exije que B=5"=B"=0; luego los tres paraboloides
osculadores estdn referidos a sus planos principales i, en €l pua-
to O, las tanjeates a las curvas de interseccion son direcciones
principales de las tres superficies; como esto sucede en todos
los puntos de interseccion, el teorema estd demostrado.

LINEAS ASINTOTICAS

Cuando el paraboloide osculador, en un punto de una super-
ficie, es hiperbdlico, el plano tanjente en este punto atraviesa
la superficie i las tanjentes a la curva de interseccion son los
dos jeneratrices correspondientes del paraboloide osculador.

Estas dos tanjentes son las direcciones asinidticas en el punto
considerado.

Se llama /Mnea asintética, una curva tanjente en cada punto
a una direccion asintética de este punto. Para obtener la ecua-
cion diferencial de estas lineas se observa que una seccion nor-
mal de la superficie tanjente a una linea asintética tiene, como
la jeneratriz correspondiente del paraboloide osculador, un radio
de curvatura infinito; por otra parte ia férmula (1) muestra que
se debe tener entdnces

ad?\%—ﬁd,u—}-'ydz/:O
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a, B, v son los cosenos directores de la tanjente, ellos son pro-
orcionales a dz, dy, dz; luego la ecuacion diferencial de las li-
H ) 3 o
neas asintdticas es

{IO) dy d X+ dj’ clv‘u +ds dy=0

Esta ecuacion puede tambien escribirse de otra manera: sea
F(zyz)=0la ecudcion de la superficie, se puede poner
J I y g

2
A= o

cx

AF
K2

F
dz )

e

y = H -

Por consiguiente

QF < 3
A 2z

dy_dﬂ_f +Ha’(

Al sustituir estos valores en la ecuacion (10) se obtiene sim-
plemente

-/

(1), de d(%’;) +dyd<—;§<> +dzd< 931:) —o
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Sea por ejemplo la superficie

Zy—3=0
Se tiene

eF F AF

3 - =7, = :I, - — = -1

Sx Sy cz

cF d
d(»*) =dy, 6’7\/ HFA) =dx, d(v]i> =0

\ @ ey \ 9z

ILa ecuacion (11) da enténces -
dz dy+dy dr=0

O bien
dr dy=o0

Las lineas asintéticas son por consiguiente
x=C y=C

© bien
z2=Cy ="z

Son los dos sistemas de jeneratrices.

Superficies regladas

Sean
r=atup
j=5+3p
z=ctyp

‘Tas ecuaciones de una superficie reglada. Para simplificar la
escritura, designaremos con -una letra acentuada la derivada de
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la cantidad correspondiente respecto del parametro #; entdnces

los cosenos directores A v de la normal en un punto de la
IS

superficie serdn determinados por las ecuaciones

Aa+uB+rvy=0
Ma' +d p)+ (6 +8p)+v(+y'p)=0
Diferenciamos estas ecuaciones tendremos
ad\+Bdu +ydv+(\d +18 +vy) di=0
(@ +dp) AN+ ... kAt @)+ }
+dp(ad’A+8'u+yv)=0

La ecuacion diferencial de las lineas asintdticas es, por otra
parte, segun (10) ‘

{(ai-l—a/,o) dt + adp } dA+....=0

La eliminacion de &\, du, @7 se hace inmediatamente entre
las tres (ltimas ecuaciones i se obtiene

(12)  2dtdp(Aa +uf +vy) +dt {{( AMa"+dp)+ - } =0

Una sclucion de esta ecuacion es d¢=0, luego las jeneratrices
rectilineas son lineas asintéticas; pero en cada punto de la su-
perficie hai tambien otra direccion determinada.
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En lvas superficies desarroilables se tiene
ANa'+ulB +yy =0
Luego la ecuacion (12) se reduce a
di? =0

1 las dos lineas asintdticas que pasan por cada punto se confun-
den con la jeneratriz.

LINEAS JEODESICAS

‘Se llama ldnea jeodésica la linea mas corta que, sobre una su-
perficie, une dos puntos dados.

TEOREMA.

El plano osculador en todos los puntos de una lnea jeodésica es
normal a la superficie.

En efecto, una vez la linea jeodésica trazada, un elemento in-
finitamente pequefio M/ #’ de ella debe ser tambien el camino
mas corto de M a M. Sea Ac la lonjitud de la cuerda MM’ §
ds el arco contado sobre la superficie, » el radio de curvatura
en M de la linea jeodésica; se tiene

ds3
Ac=ds— +
247%

O bien, al mismo érden de aproximacion

Ac®
f ds=Ac+ 247 +}....
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Se sabe ahora que el radio » de curvatura, en un punto de
una curva cualquiera trazada sobre una superficie, es igual al
radio de curvatura en el mismo punto de la seccion plana de
la superficie por el plano osculador de la curva; ademas se sabe
que el radio de curvatura » de la seccion de la superficie por
un plano normal que pasa por la cuerda M3/ es ligado a » por
la férmula de Meusnier :

y=/HK cos §

siendo § el 4ngulo del plano osculador 2 la curva cen el la nor-
mal a la superficie; se tiene, por consiguiente

. A3
ds=A0Ac+ ~——~—'¥--—- +oo

24 K% cos? §

El primer término Ac queda constante para todas las curvas
de la superficie que pasan por & 1 M i el segundo tiene su va-
lor minimo cuando § es igual a cero, luego.una linea jeodésica,
segun su.definicion misma, debe tener, en cada punto, su plano
osculador normalia la superficie.

Ecuacion diferencial de las lineas jeodésicas

Sea
F(zxyz)=0

la ecuacion de una superficie; en un punto de una linea jeo-
désica los cosenos directores de la normal principal son propor-
cionales a »

a3z 3y d2z

ds? o ds® ds?
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Por otra parte, los cosenos directores de la normal a la su-
perficie son proporcionales a

¢

oF o F 2F
T~ s

o 3y 3z

T

Estas dos direcciones deben ser confundidas, luego se debe
tener

2 &y d*z
ds _ ds  ds®
IF T AF
o dy z

Estas dos relaciones equivalen- en realidad a una sola ecua-
cion, porque si se suman los numeradores i los denominadores

N . dx 4 dz
multiplicados respectivamente por los factores ——, RCA.

! : ds = ds ’ ds
las sumas son separadamente nulas,

Lineas jeodésicas de lns superficies de revolucion,

Supondremos que 0.7 es el eje de revolucion, enténces =—

-‘x X
v i

3 son respectivamente proporcionales a x, y 1 se tiene
3 .

4z Ay
st ds®
’-ri — ]
Luego
L, 2 d%x o

194

e T s
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De aqui se deduce

dy dx .
{(13) *ds -y 5 =C

Sea 7 el radio del paralelo de un puunto de la superficie i ¢ el
ingulo del meridiano con YOZ, se tiene

X=7 COS ¢
y=7sing

xdy—ydi=3"d ¢

Sea tambien 4 el 4ngulo de la tanjente a la linea jeodésica
con la tanjente al meridiano, se tiene

rd¢p=ds sin A

Luego
dy dx .
F e T gy Trsind

Al comparar esta ecuacion con (13) se obtiene
rsin A=C

Tal es por consiguiente la propiedad caracteristica de las li-
neas jeoddsicas de las superficies de revolucion.

Si la superficie de revolucion se reduce a una esfera, el pro-
ducto # sin 4 representa la distancia polar del circulo méximo
tanjente a la linea jeodésica en el punto considerado; luego, so-
bre la esfera, los arcos de circulo méximo tanjentes a una linea
jeodésica deben tener todos una misma distancia polar; esto
exije que la linea jeodésica misma sea confundida con un arco
de circulo méaximo. '
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CAPITULO IV
COORDENADAS CURVILINEAS

Dibujo de los mapas jeogrificos

En vez de definir una superficle S por medio de una sola
ecuacion, entre las coordenadas de uno cualgniera de sus pun-
tos, se pueden espresar las tres coordenadas en funcion de dos
variables independientes » 1 v.

Se escribird, por ejemplo,

r/ x:fl <Z 2 T')
I
) ; y=fu (0, )

g=f, (%, v}

i estas tres ecuaciones seran equivalentes a una sola ecuacion

{2 - F(xyz)=0

Para que los dos sistemas (1) i (2) representen la misma su-
perficie, es necesario que, al subsistir los valores (1) de x, ¥, z en
la ecuacion (2), ésta sea idénticamente satisfecha; en otros ter-
minos, una vez la sustitucicn hecha, # 1 v deben desaparecer
idénticamente.

De ahi se deducen dos ecuaciones de condicion entre las de-

rivadas parciales de /3, /., f, respecto de = i 7; escribamos en
TOMO CIV 73



1074 MEMORIAS CIENT{FICAS I LITERARIAS

efecto que las derivadas parciales de F respecto de # i v son
nulias, tendremos

oF 2z 25 By 2 dz
I I S _iﬂ-}—___,~~ — =0
dxr Qv du 2z 2m
AF = dy 2F 3z
- — 4 7’;,,,A+_—____ =
dv dz  dv

Sean A, u, v los cosenos directores de la normal a la superfi-
cie S, las ecuaciones precedentes pueden escribirse tambien

dx 2y dz
% A u T ?’u 7 ©
(3)
o
v TH e v

Estas ecuaciones dan por consiguiente los cosenos directores
de la normal en un punto cualquiera de la superficie cnando
ella estd definida por las ecuaciones (1).

Si una de las variables # ¢ v fuera una funcion de la otra, las
ecuaciones (1) representarian simplemente una curva i enténces
1as ecuaciones (3) deberian dar la normal en un punto de esta
curva; pero en un punto de una curva, hai una infinidad de
normales contenidas en un mismo plano; luego en este caso,
las dos ecuaciones (3) deben reducirse a una sola i se debe

tener
ox oy oz
du _ duw _ du
@ x| 3y | oz

EES dv dy
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Asi, las condiciones (4) espresan que una cualquiera de las
variables # o v es funcion de la otra o bien que x, y, z son fun-
ciones de un solo parametro.

Interpretacion jeométrica

Si, en las ecuaciones (1), se supone # constante i v variable
se obtiene una curva de la superficie S: la llamaremos curva u.
Si, al contrario, z es variable 1 v constante, se obtiene otra curva
de la misma superficie, la llamaremos cwsva v. Se comprend
asi que, por cada punto 47 de la superficie, pasan una curva »
una curva v; reciprocamente, cuando se dan los valores de # i
v, se definen dos curvas de la superficie i tambien su punto de
interseccion.

En restimen, cada punto 4 de la superficie esta definido por
los valores de los parametros #, v de las férmulas (1); por
esto, se dice que z { v son las coordenadas curviltfneas del pun-
to 4.

Sean {fig:- 4) M el punto de coordenadasz, v1 # ' otro punto

1

infinitamente préximo, ¥+ dx, ¥+ dy, s+ ds las coordenadas de
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M 1w+ du, v+dv los valores correspondientes de # 1 v; se de-
duce de (1)

/ Jx 2
I dr= - du+ — du
: cu v
’J 1 a 7
(s) dy = a du+ —2— dv

I T
[
Q

Cuando # es constante, 4u es igual a cero i el cambio de lu-
1 b
n

gar del punto M/ es dirijido segun la curva #; sus proyecciones

ox dy 2z

son proporcionoles a » . ==, - luego estas derivadas

v dv dv

son proporcionales a los cosenos directores de la tanjente a la
curva #; del mismo modo, si v es constante, el cambio de lugares

. . . °x 3 °z
dirijido segun la curva v i las tres derivadas —— o ——
du Sun 2u

son proporcionales a los cosenos directores de la tanjente a la
curva v. )

Sean A, u, v, los cosenos directores de la normal a la super-
ficie S en el punto Jf; se deberd tener evidentemente

A
dx 3y oz
A= g by o=
Qy Y7 T v
dx 0y z
N T b=
du Sn du
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si estas ecuaciones son satisfechas, los cocenos X\, u, v satisfa-
cen, cualesquiera que sean du i dv, a la ecuacion

Ndx+udy+vds=o0

la cual espresa que la normal es perpendicular a todos los cam-
bios de lugar situado sobre la superficie.

Si una de las variables # 1 v fuera funcion de la otra, las dos
curvas # 1 © serian confundidas, puesto que, cuando z es cons-
tante, v es constante tambien, luego los tanjentes a estas dos
curvas tendrian la misma direccion; se obtienen asi de nuevo
las relaciones (4).

Distancia de dos puntos infinttamente proximos

Sea &5 la distancia de los dos puntos M 1 M7 (fig. 4) se
tiene

ds* =dx* 4 dy* +dz*

Reemplacemos dx, dy, ds pér sus valores {5) 1 pongamos

|
\ )2 L Qu

(6} { 3.2' Qx 3_;/ 3)’ 33 33 B
f 3% 0 T v Taw T T

o
2|
8
‘\_//
X
+
AN
QU
S
\«_‘1
o+
TN
Q3| Qi
QN
\/u
].
™
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Tendremos

(7) ds® = Adu* + 2Bdu dv+ Cdv?

Sean MA, M5 los arcos infinitamente pequefios intercepta-
dos sobre las curvas #, v; la férmula (7) da

;/Z’ = (Cdv®

MB=Adn*

Par otra parte, se puede considerar /4 M'B como un pa-
ralelograma, sea 6 el dngulo AMPB, se tiene, en el tridngulo
MA 11{" :

MM =MA+ AN + 2MAAM . cos

O bien _
ds?=(dv® + Adu® L2~/ AC du dvcos

Al comparar esta férmula con (7) se obtiene
B=a/AC cos 8

De aqui se deduce que las curvas # 1 v son ortogonales cuan-
do el coeficiente B de du dv en la espresion de ds? es iguala
cero. ’
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Area del paralelograma clemental

Sea 4.5 el 4rea buscada; la misma figura (4) da

AS=MAXMB sen §
0O bien

AS=n/AC du dv sen 6
O todavia, si se reemplaza § por su valor, ;
(3) dS=~AC—B* dudv
Aplicacion a la esfera

Las coordenadas usuales de los puntos sobre la esfera son la
lonjitud i la latitud; designemos la lonjitud por z i la latitud
por v; entdnces las curvas # son los meridianos 1 las curvas v
los paralelos.

Sea R el radio de la esfera, las coordenadas rectilineas de un
punto en funcion de % i v son

=R CO3 vV COS %

y=Rcosvsinu

z=RK sin v
De ahi se deduce

dx . dx .

3 =—Rcosvsinu = —~ K sin v cos «
Su v

2 2 .
l:%—Rcosvcoszz B8 = — K sin v sen «
du dv

°z oz

=R cos v
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Por consiguiente

{9) C=R*

dsT=R? cos? v du? + R* dv*?

gt PR

dS=R? cos v du dv

Se averigua que los meridianos cortan los paralelos a dngule
recto, puesto que B=0.

Mapas jeogrdficos
Representemos cada punto de la esfera por un punto de un
plano; sean «' »" las coordenadas del punto del plano que co-

rresponde al punto #, v de la esfera; podremos escribir, de una
manera jeneral,

(10) -

Hagamos todavia

(11)

T DRI T A TR TR e T e R e T S G s .
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1 sean & la distancia en el plano de dos puntos infinitamente
préximos correspoundientes a los puntos #, v i »+du, v+dv de

la esfera; 457 el 4rea del paralelograma elemental, tendremos,
como mas arriba,

5’ ds'? = A" du®+ 28 du dvi-C' dv®
U oS =TT T dudo

Estas {érmulas permitirdn estudiar las deformaciones de las
figuras esféricas en su representacion en el plano.

Consideremos, por ejemplo, (fig. 5), una circunferencia de ra-
dio infinitamente pequeilo #, descrita al rededor del punto & de

Fig. 5

Ia esfera i busquemos cudl serd, en el caso jeneral, la curva re-
presentativa en el plano.

Sobre la esfera referimos la posicion de un punte &V de la
circunferencia a dos ejes rectangulares tanjentes al meridianc
i al paralelo de # 1 sea ¢l angulo de &V con el paralelo, ten-
dremos

MP=rcos ¢
NP=rsin ¢
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Por otra parte, los valores de 4w, dv que corresponden al
punto &V, satisfacen, segun (9), a las relaciones

MP =R cos v adu

NP=R dv
Por consiguiente
; ¥
4 = —5——— COS
4 Rcos v =~ ¢

(13;

Id .
dv= - S ¢

\

Sea V' el punto del plano que corresponde al punto /V de la
esfera; referiremos las coordenadas de V' a dos ejes, tanjentes
tambien al meridiano 1 al paralelo de #'; estos ejes podrdn ser
oblicuos; sean £, 5 las coordenadas de ', tendremos, segun

(12)

MP =¢g=n/A" du
NP =p= N dv

O bien, si se reemplazan @« i dv por sus valores (13),

A

R cos v

= - cos ¢

5 = L:/,?C-V—sen(p

|

L
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Estas ecuaciones tienen la forma

f=acos ¢

y=06 sen ¢

De suerte que, cuando ¢ varfa, es decir cuando el punto &

describe la circunferencia, la ecuacion del lugar jeométrico de
N es

Es la ecuacion de una elipse referida a dos ejes conjugados.

Asi, en jeneral, una circunferencia infinitamente pequefia de
la esfera es representada por una elipse.

Para que esta elipse sea una circunferencia es necesario, en
primer lugar, que los meridianos i los paralelos, en el plano,
sean rectangulares, luego se debe tener

B'=0

i, en seguida, que los didmetros ¢ 1 § sean iguales, luego se debe
tener

Si estas condiciones son satisfechas, una figura infinitamente
pequefia trazada sobre la esfera al rededor de 4 serd represen-

tada por una figura semejante en el plano i la razon de simili-
tud serd, segun (9) i (12)

o NI JT
ds Rcosv R
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Proyeccion estereogrifica

En este sistema de proyeccion, cada punto de una media es-
fera es representado por su perspectiva cénica sobre el plano
que la limita, el g7o del observador esta situado en la otra me-
dia esfera, en el polo mismo del referido plano.

Sean # i v las coordenadas esféricas de un punto; 2" 3 las
coordenadas de su perspectiva, se tendrd

¥y =Rtg ('—Tv — —‘) sin %
4 2
De aqui se deduce
EE T 4 3x’ R cos %
5 =—Rr tg[\Z“ ‘;)senu, Fraiinle -42( U)
cos? [— ——
2
2y , T __ v 3y R sen #
5 =+Rtg ('Z“?)COSH, = —F(,, 7
: cos? |—~ —
] 2
Luego
PR
A'=R* tg* (_l — _L}
4 2
B'=o0
C':E—: - T
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Como B =0, los meridianos i los paralelos serdn ortogonales
en el mapa; ahora, para que los dngulos sean conservados es
necesario que se tenga

VWA/ o C"V
cos®* v 1
O bien
e a | T v B
e (2o 2] K

Esta relacion es efectivamente averiguada.
Finalmente la razon de similitud es

i ST ST .
ds  Rcoszv R ol T v\
2 cos? | —— ——

\ 4 2)

. 1
Cuando v=g0° esta razon es igual =5 de manera que, cerca

del polo, las dimensiones lineales de la figura son reducidas a ia
mitad; cuando v=0, la razon es uno, luego, cerca del ecuador,
las figuras son representadas en verdadera magnitud.

Mapa de Mercator

En este mapa los meridianos son representados por rectas
perpendiculares al ecuador, i la distancia de los paralelos con-
secutivos se calcula de tal manera que los angulos de la esfera
sean conservados en el mapa.

Veamos cudles deben ser estas distancias. Sean #, v las coor-
denadas de un punto de la esferai 2/, »' las del punto corres-
pondiente del mapa; podremos escribir

z'=Ru

¥=f(v)
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Luego

dx X

=R —— =0

du dv

3, J /

f.i},].:O ?,’V = F ()

du v

i tainbien

A=
B'=o0
C=f o)

Se averigna que, en el mapa, los meridianos i los paralelos
son perpendiculares entre si; ahora, para que los dngulos sean
conservados, es necesario que

4
cos? v 1
Luego se debe tener
Rz
S
S e)= cos® 2
O bien
: R
J (1}): I,
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De aqu{ se deduce

m%e

Fw)=RL cotg{/—‘:— —_

——

Con este valor de la funcion f (v) una figura infinitamente
pequefia de la esfera es representada por otra semejante en el
mapa i la razon de similitud es

ds’ 1
s cos v

Se ve que la deformacion lineal aumenta a medida que l2 la-
titud aumenta.
CAPITULO V
PROPIEDADES JENERALES DE LAS SUPERFICIES

Condicion necesaria i suficiente para que dos superficies puedan

aplicarse una sobre otra

Consideremos las dos superficies

x=f, (%, v) 7=, (2, v)
y=ri (@ ) V=g, (%, 7)
g=/, (%, ) =g, (1,7)

A cada punto de la primera corresponde otro de la segunda
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i las distancias 4s, ds’ de dos puntos infinitamente préximos
correspondientes de las dos figuras son dadas por las {6rmulas

ds*=A du® +28 du dv+ C dv?

ds't=A du® 4+ 2B du dv+ ' dv*

Ademas, si 6 1 8 son los dngulos que hacen las curvas » i v
en los puntos considerados, se tiene

0 5
cos O= ———
«/A A

3 B’
cos = ————

Sean (fig. 5) & 1 & dos puntos correspondientes de las dos
figuras i consideremos, sobre la primera superficie, una circun-
ferencia de radio infinitamente pequefio » descrita al rededor
del punto 37; sean £, y las coordenadas de un punto /V de esta
circunferencia respecto de dos ejes tanjentes, en 47, a las curvas
% 1 7; la ecuacion de esta circunferencia serd

f.‘: -+ 7]“, 4 25)] cos §=7?
Se tendré ademas

f=~/;§;du
n=n/C dv

Sean ahora £, 5’ las coordenadas del punto NV, correspon-
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diente a [V, respecto de dos ejes tanjentes en A/ a las curvas
« i v, se tendra

F=at A du= \/ 5 ¢

Luego la ecuacion del lugar jeométrico de 2V, al rededor de

4 . C ... [AC.
Ga) T i o i cosb=r

Este lugar jeométrico es jeneralmente como se ve una cdnica
referida a su centro.

Para que las dos superficies puedan aplicarse una sobre la
otra es necesario que las figuras infinitamente pequeflas corres-
pondientes de las dos superficies sean iguales; luego, en el caso
considerado la ecuacion (14) debe representar una circunferen-
cia de radio » i de centro 7.

Una primera condicion es que 6 sea igual a §'; de aqui se
deduce

B 5

JAC
En seguida se debe tener
A C

i

TOMO €1V N ' .75
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Estas dos condiciones equivalen a

A=A
B=5
C=C("

En restmen, la condicion necesaria i suficiente para que dos
superficies puedan aplicarse una sobre la otra, es que se puedan
espresar las ecuaciones de las dos superficies, en funcion de dos
parametros %, v, de tal manera que las distancias s, 45’ de dos
puntos infinitamente préximos correspondientes tengan exac-
tamente los mismos valores en funcion de z 1 v.

Aplicacion
Las ecuaciones del 4elzcoide con plano director son

X=7 COS «U

y=vsen u

[
i
;-;\_(

% 1 v son dos variables; de aqui se deduce

—— = — P Sen u ——— = COS %«

°y
= -} COS u L— = sen # -
dv
2 2
¢z [s>4
= =K b =0
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Luego

S S b
I
Q

Il

i, por consiguiente
ds? = (v* + K?)du? +dv*

En una superficie de revolucion, cuyos meridianos i parale-
los son las curvas # i 7, la espresion de la distancia &5’ de dos
puntos infinitamente proximos tiene la forma

as'? = ¢ (v) du® +dv*

Estas dos espresiones de &s 1 s’ scrian idénticas si se tu-
viera

p(v)=v2+ K2

i la superficie de revolucion correspondiente seria aplicadle
sobre el helicoide; busquemos cudl es esta superficie de revo-
lucion.

El parametro v representa entdnces el arco del meridiano i
¢ (v) es el cuadrado del radio del paraleio, de manera que si se
refieren los puntos del meridiano a dos ejes rectangulares 0.X,
07, tales que OX sea el eje de revolucion, se tiene

Pr=¢ (v)=vi+ K2

dv? =dv? +dy?
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La ecuacion diferencial del meridiano es, por consiguiente,

i la integracion da
e K L(y+ 7 =K+ C

A. OBRECHT

( Continuara)



