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( Conclusion )

Derivamos sucesivamente (17) respecto a x e y, tendremos

o
W Tt

o
2

o/

°f
M 3

of

+, L -}— L
2 oz Sj)
2

vg L
* 2z op

9
+

2

o

i
2y 2q
22z ef
Al
ox® dg
~a -~
2z . ¢
Qxdy 2

-~

g

ox




1098 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

De estas ultimas ecuaciones se pueden deducir los valores de
%z 2%
37 As illevarlos en la ecuacion (16); ésta debe entbnces
2x «-}/-

estar idénticamente satisfecha, luego se debe tener

\ ¢¢ /' @ \5 ") =©°
_aiﬁ /af —}-—ﬁ Eli\ —a? ‘.ava /S__~ ..]._7 E-Z \) =0
dg \ Qx Az ) &P ‘\ oy cz

De la primera ecuacion se deduce

of
2q )

==a —:j:
4

Adoptaremos el signo +. Por lo demas el resultado de la in-
tegracion no debe cambiar cuando se reemplaza 2 por—a pues-
to que tampoco cambia, en este caso, la ecuacion propues-
ta (16). ‘

Habiendo adoptado ¢l signo + las condiciones obtenidas se
reducena

(ig) a af — z -0

P oq
N 2 2 2 \
(10) L A R A
% 2z Ay 2z

La ecuacion (18) es una relacion lineal entre las derivadas
parciales de la funcion / respecto de p i ¢; escribiremos

. _ €9

@ —1
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Luego

prag=_,

La funcion f serd por consiguiente una funcion cualquiera de
2 +ag, ademas esta funcion podra contener arbitrariamente las
variables z, 7, # que no figuran esplicitamente en la ecuacion
{18); en resumen se tendrd .

J=Y(ptag %9, 2)

Ahora la ecuacion (19) puede escribirse

of —a a + (‘ﬁ___(zg\).zi =

dx oy

Esta ecuacion serd satisfecha idénticamente si se tiene

(20) A A

Enténces la funcion f no contiene z esplicitamente i las

variables #, y figuran en cila de tal manera que la ecuacion (20}
sea satisfecha; ahora, de esta ecuacion se deduce

Luego

xtay="C,
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Finalmente fes una funcion cualquiera de p+ag ide x+4-ay;
la integral primera de (16) puede escribirse por consiguiente

ptag="r(x+ay)

Ella contiene una funcion arbitraria y. La ecuacion anterior
es una ecuacion lineal entre las derivadas parciales de primer
orden de la funcion buscada; ademas ella contiene un segundo
miembro. Se ha examinado mas arriba esta clase de ecuacio--
nes i la regla de integracion consiste en escribir Jas ecuaciones

dx dy dz

t a A {yvar)

De las dos primeras se deduce

y—axr=_C",

n
3

seguida se puede escribir

_ ds _ d(y+ax)
L (ydaxy 2a

g

Finalmente, la solucion jeneral serd una funcion arbitraria de
£’ 1 C,; esto equivale 3 .

3:\,[’1 (3;—}—0.1’)‘}"\5‘2 (J/—GZ)
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Tal es por consiguiente la integral de la ecuacion propuesta;

W, iy, son dos funciones arbitrarias.
Se averigua que 2 no cambia de forma cuando se cambia «

el —4a.

Hai varios otros métodos para integrar la ecuacion (16).
1.0 D’ Alembert procedié de la manera signiente:

Se tiene
2 3 823 3%z
dp=s Loy Loay= Tt T2y
(st ) / gavall
O bien, segun (15),
b — o 32{ S‘zz:
? 3y de+ xdy ay
Por otra parte se tiene tambien
[Zr 322 azz
g= axgy dx + ”55;7 dy
Luego
0%z 2%z \
dp +adg ={dy + zm’r\ vy +a B
O bien

\
_ (22 2=
d{p+ag)=d(y+ax)| ey +a 3 )
Esto prueba que p+ @¢ es una funcion de y+ ar; sea
1

Prag=2a/, (y+ax)
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Del mismo modo se obtendria

Luego

p=a (y+al)—ar, (y—ax)

g=v"\ (y+ax)+{', (y—ar)

Es visible que la funcion z es

=y (y+ax)+), (y—az)

2.0 Cambiemos las variables en la ecuacion (16) i hagamos

ytaxr=u
y—ax=vu
Tendremos
2z 0z Qu 3z v 0z
T = “~ + 0 sy {Z
2x u  ox dv  2x dut
2z oz Ju dz v oz
2 T %m g7 ov 3y T o
oz Qu 9%z du 2%z
du* dx @ udv Qudy
9%z R du 2%z v 2z Pu
= - b e e
Iy Qu® 3y dudy 2y F dudy dy

a2

[var

T

*7}2
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O bien
2%z Loz &z 2z
s =& v —20° = +a&° 7
x® Ju? Qudy /s
2%z 22z é*z
= 15 + 2 = + ==
J2e’ Qudy 1 Qe

Al llevar estos valores en {16) se obtiene simplemente

0

-~
2z
Buy ~°
O bien
2
ol 22
dze
— =0
dv
Segun esto
SR
22— 2
Dut !

F=Yy )+ (9)
O bien

s=vy (y+ax) i, (y—ax)
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CAPITULO 1Y

CALCULO DE LAS VARIACIONES

Sea la integral

b
- L - s v
I= { Flxy3 v o, 58 8w ) dy
Ja

en la cual las letras acentuadas representan las derivadas con-
secutivas de ¥, 2, #.. .. respecto de x. Para calcular el valor de
7 es necesario conocer », z, #.. .. en funcion de z i es bien evi-
dente que, en jeneral, / cambiara si se cambia la forma de las
espresiones de 7, z, #.. . en funcion de x.

El objeto del calculo de las variaciones es de determinar la
forma de estas funciones de tal manera que 7 tenga un valor
maximo o minimo.

Examinaremos aqui el caso sencillo de una funcion f de z,
7. 1supondremos que los l{mites 2 1 4 de la integral quedan
fijos, tenemos por consiguiente

b
(n 1= { Flx9¥) dx

75

Reemplacemos y por ¥ +dy i supongamos que §y sea cierta
funcion de x que se anula cuando x=a i x=4, / se cambiard en
7+ A7 1se tendra

b
T+ A/= { Fay+8y v +8y ) dx

Ja
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Luego
A[:[c{ F(x,7+87, y’-}—é‘g/’)—f(x,y,y')} dx

& se lama variacion de y 1 A7 es la variacion correspondiente
de la integral /.

Podemos desarrollar A7 segun las potencias crecientes de §y;

sea enténces § 7 la suma de los términos de primer orden, ten-
dremos evidentemente

b Sf a.{
7 — o Y/ r
61.—[3 <—a; oY+ 3}7* 5_7\({.15

//

Abora

d
85 ~<§< \1 (y;')” Zi'

O bien

, (¢
8y = dxy>

Por consiguiente

i [P e [P d(Gy)
81 Ja oy Sy fa &y dx e
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Ap"quemos la regla de la integracion por partes a este alti-
o término, tendremos

( qf [&"(0}/> L’x:é—f Sy ¥Sy’/dx
Ja "J/ d’f 2 ’

Finalmente, el valor de § 7 es

{b a 2 7
(2) sza 8y {—ﬁ;—— iii_/_ dr

Si el valor adoptado para y hace médximo o minimo el valor
de 7, la variacion A 7 de la integral debe conservar un mismo

signo, cualguiera que cea el signe de la variacion infinitamente
pequefia §y, luego, lo mismo come en la teorfa del maximo i

minimo, § / debe ser igual a cero.

Como §y tiene un valor arbitrario, la condicion necesaria 1
suficiente para que &/ sea nulo es que el coeficiente de §y sea
nulo; se debe tener por consiguiente

(3) _ T Tae T
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.. . . a .
Por hipétesis la funcion / contiene y'o -2% luego la ecuacion

2

(3) contendra —j‘,i};

facer a una ecuacion diferencial del segundo 6rden.

en resumen la funcion buscada debe satis-

Brakistocrona

Sean O i A4 dos puntos dados; tratemos de determinar el ca-
mino que debe recorrer un punto material pesado, para pasar
de O en 4 en el tiempo minimo.

Elejimos los ejes de coordenadas de tal manera que O sea el
orfjen i OX la vertical del punto O; supongamos ademas que
las abcisas positivas se cuenten hdcia abajo.

Sea % la abcisa del punto 4, es decir la diferencia de alturas
de los dos puntos dados.

A un momento dado el punto material tendrd una abcisa z, i
su velocidad serd ». Se supone naturalmente que el punto ma-
terial resbala, bajo la accion de la pesantez isin rozamiento, so-
bre la curva que une los puntos O i 4, entdnces el teorema de
la fuerza viva da

I
2 -
EI

Como la velocidad v depende solo de la abcisa x, el camino
buscado estard forzosamente situado en el plano vertical que
pasa por los puntos O, 4.

Sea, en este plano, O Y un eje perpendicalar a O.X, se tendrd
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Luego

die ds _ dxnS1+y

zgx NEY S

Finalmente, el tiempo 7" que demora el punto para pasar de
O a A serd dado por la integral

A

b S
O A
o J 2gx

Se trata de determinar la forma del camino para que 7 sea
un minimo.

Si se compara el valor de 7 con la integral {1) se observa
que

7 73
A/ 1+y72
NEY S

f(:c,y,y’) =

La funcion / no contiene y esplicitamente, luego, en la ecua-
cion (3) el primer término es nulo i la ecuacion misma se re-
duce a

of
[y

<y

— tz

Ademas, en el caso considerado, se tiene

7 _ !

o vy N2gx
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Luego la ecuacion diferencial de la curva buscada es

De aqui se deduce

. dy [ =
2 ’\fza—:r
Hagamos
x=a (1—cos u)
Tendremos
dy=a (1 ;cos %) du
Luego

y=a (u—sen u)+ C*

Como el punto de partida del punto matesial es el orijen, la
constante que figura en el valor de y debe ser nula, luego la

curva buscada satisface a las ecuaciones

z=a (1 —cos %)

y=a (z—sen x)
77

TOMC CVI
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Es una cicloide; la circunferencia jeneratriz rueda sobre OX
i tiene un radio igual a @ EIl valor de ¢ se determina por la
condicion gque la cicloide pase por el punto A.

MAXIMO O MINIMO RELATIVO

Supongamos que se trata de determinar las condiciones de
maximo o minimo de la integral

b
@ 1= [Ften) as
con la condicion que otra integral
[
(5) K= J ¢ xyy) dv

en ia cual figura tambien la funcion incdgnita y, tenga un valor
constante; se dice, en este caso, que el mdximo o minimo de la
integral 7 es relativo.
Sea ¢y una variacion de y, las variaciones correspondientes
de / i X seran nulas porque / debe ser por hipétesis mdximo
,,,,, Arln fam

o minimo 1 X constante, luego se dcbe tener, segun la férmu-
Ia (2),

© fbsy{ﬁf_d%;\)ldx:o

2
e )
) j,g)’{ﬁ-—— NI dx=0
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En el caso del midximo o minimo absoluto, las variaciones
.47 eran completamente arbitrarias entre los ilimites @ 16 de x;
ahora estas variaciones deben satisfacer a las dos ecuaciones
(6)i (7).

Designemos por 67,, 67,.... §7, las » variaciones con-
secutivas de y entre las abcisas @ i 4, las condiciones (6) 1 (7)
pueden escribirse bajo la forma

Ay Sy + A, Syt A, dra=0

B, 6y, +B, Sy, +....+8, dr,=0

Si se despejara el valor de dy, de la primera ecuacion para
llevarlo en la segunda, las #z— 1 variaciones restantes, en esta
ultima ecuacion, serian completamente arbitrarias, luego los
n—1 coeflcientes de estas variaciones deberian ser nulos. Para
eliminar éy, se multiplicard la segunda ecuacion por cierto coe-
ficiente A tal que

Ai+31 /\:O

enténces los coeficientes de {los » — 1 variaciones restantes
en la ecuacion resultante seran evidentemente A4, + 2, A.
Ay+8, A, .... Se deberd tener, por consiguiente,

A, +B, =0

A,

)
3

+B,A=0

etc.

En estas relaciones, los A4 I B representan los valores de
las espresiones entre paréntesis, en las ecuaciones (6) i (7),
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luego, para todos los valores de x comprendidos entre a i 4, se
debe tener

(2o
(®) Blrne) L
¢y  dx

Tal es por consiguiente la ecuacion diferencial que permiti-
ré determinar y en funcion de x; en ella A es una constante.

Se debe observar que la condicion (8) es idéntica a la que se
hubiera obtenido en el caso del mdximo o minimo absoluto de
la integral

{b
FEDY K:} (F4+Ng) dr

Este resultado es precisamente el que se ha obtenido en la
teoria usual del maximo [ minimo.

Aplicaciones
PROBLEMA
Eutre todas las curvas de perimetro K, terminadas a dos pun-
tos dados, determinar la curva tal que el drea I lmitada por o

curva, el eje de las abcisas 1 las dos ordemadas estremas, sea
naxIMo 0 miniimo,

Se tiene, en este caso
I==1 ydx

b
K:}( S dx
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o

Luego se debe buscar el méximo o minimo absolute de la

integral

7+ K:J fi)m’-/\a/l—%—_y'z }dx

-

b

/

La condicion (3) nos darad la ecuacion diferencial

De aqui se deduce

/a0
/i!'*tl,—:,}

[ — \"\/I'*:J/’z/ N

dx -

! _x=C
»\/T+J//: A

C es una constante arbitraria; en seguida, despejando a " se

obtiene

Luego

O bien

Ay r—c

(=) +(y—c)?=)\"
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s la ecuacion de una circunferencia. La curva buscada es
por consiguiente un arco de circunferencia de lonjitud X que
pasa por los puntos dados.

ProBLEMA 1.

Entre lodas las curvas de inismo perimelsyo, que se pueden tra-
zar en un plano entre dos punios dados, determinar lo curva gue,
Jtrando al vededor de OX., enjendra el drea mdxinie o minimo.

Se tiene, en este caso,

Luego se debe buscar el méximo o minimo absoluto de la
integral

b

Itam A K=27 | (y+Nu/1+77 da
Ja

La condicion (3) nos dard

7 (J’_(zﬂl \

55 NASTLIV
NAE S — g =0



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 111§

En esta ecuacion diferencial, del segundo drden, x no figura
esplicitamente, se puede por consiguiente rebajar su érden; se
deduce, en efecto, de ella

f ol
d(!ﬂt&

Esta es una ecuacion diferencial del primer érden entre los
variables y, 7" Si se efectda la derivacion se obtiene

1472~ _y_dtiy_ (7+A)=o0
O bien

Sy Ay

1+ Ty

Sea g, una constante, se tendrd

e (N2

1+y ’r

O bien
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La integral es

\ z+c

L(7+7+ uzﬂyl—a-:/) =

-Luego
T e e __54;5::
F+A+ SN —af =g a
Jo
De aqui se deduce
e X4C
A= H{y+N)—a¥ =a’e ’Z

fg\/

Luego

Esta es la ecuacion de una caienaria.
FroOBLEMA I11.

Euntre dodas las curvas de mismo perfinetro que se pueden tra-
zar en un plano entre dos punios dados, determinar la curva gue,
Jirande al rededor de OX, enjendra el wolimen miximo o mi-
nirmo.

La integral 7 es ahora

b

]c%j y? dx
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La integral K conserva el mismo valor que en el problema
anterior i se tiene

. b
[+7#AK=x% [ (y2+2A ,‘/I +y' )dl’

v/

La condicion del maximo o minimo es, por consiguiente, se~

gun (3), .

Se obtiene de nuevo una ecuacion diferencial de segundo
orden en la cual x no figura explicitamente, se deducird por
consiguiente de ella

) \
af — 2 =)
2 y=y .Lﬁ_/_l+y : Ay dy
2y=y 7 = 7 et
54 2 dy
(1+y72)"
Luego
7 7’
2y dy -Az—f—iy—s
(1+52)°

La integracion da
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Luego

Es la ecuacion diferencial de la curva eldstica.

SOLUCION DIRECTA DE ALGUNOS PROBLEMAS

Supongamos, en primer lugar, que se pida el camino mas
corto de un punto a otro.
Podemos escribir las ecuaciones de la curva que une los dos
untos bajo la forma

z=f (), y=7. (1), 5=/, ()

Representemos las derivadas de z, , » respecto a 2 por 2/
z 1sea s lalonjitud del arco de curva comprendido entre los
dos puntos, se tendra
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~ ‘:1 S —

$= i R Ayt dr
-}tﬂ

Hagamos variar las funciones f,, f,, f, tendremos para la
variacion correspondiente de s

——= 4t

. t, X8+ 8y +5'62
5 = R
Jt,  AMEEry 4

Tenemos que espresar 2/, ), 62 en funcion de dz, dy, d5;
para esto se debe observar que

dr = a7 dr T T dt
Consideremos enténces la integral

A= girar= [ g 0 T80 4
= 01’-:. )AH‘_
Jto ' Jto ’ i

{a regla de integracion por partes nos dard

- t t 4
A= [9), (i)g‘tJ tl — j’tl ox ~d¢t‘ dt
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O bienq, si se observa que Sx es nulo en los dos limites,

Y d’(b!

La espresion de §s tomard por counsiguiente la forma

s, de, e by )
s = Sy —F1_ L 8y 2 Sz 3\ g
o7 jt 0 Tt ) at
Ahora
z’ dx
P1 (D)= — = =

VRN T ds

Las férmulas son andlogas para ¢, {7), ¢, (#), luego

/d.x} [ dy\ [ dz

P d|—— d{—=— 4|

g [ {5 14 V) ise BN,
- Jtto 10& adt oy at 7 at j

Para que s sea minimo es necesario que §s sea nulo cual-
quiera que sean los valores de dz, dy, d¢; luego es necesario que
se tenga, para tedos los valores de £

[ dx d(a’y} d{dz“

a5 ES A
= —_— = —_—— =0

dr 4t~ dt
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O bien

—— =aq

a, 3, v son tres constantes.
Las ecuaciones de la curva buscada son, por consiguiente,
r=as+
y=Bs+C,

z=ys+0,

Ellas representan una #nea recia.

Lineas jeodésicas.

Se sabe que una linea jeodésica es, por definicion, el camino
mas corto de un punto a otro sobre una superficie dada.

La variacion §s de la distancia s de los dos puntos serd dada
todavia por la ecuacion (9), pero las variaciones §z, 8§y, §z no
son completamente arbitrarias; sea en efecto

Fixyaz)=o0
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ia ecuacion de la superficie; se debe tener, para todos los valo-
by ? 3

res de Z,
3F 3F AF
(10) =y —gy— ay+ o dz=0

Para que el camino trazado sobre la superficie sea minimo es
necesario que Js sea igual a cero, luego las variaciones arbitra-
rias dx, §y, 8z deben satisfacer a la condicion ds=01 a la ecua-
cion (10). Es el caso del minimo relativo i las consideraciones
* espuestas mas arriba, muestran que los coeficientes de dx, dy, 8z
en las dos ecuaciones deben ser proporcionales, cualquiera que
sea & En rasumen se debe tener, en todos los puntos de la cur-
va buscada, ‘

[ dx | { dy\ dz
£ “ 2z
d!\d.v/ d‘ s; (ds)
F T R3F T GF
3 ¥ 3z

Estas ecuaciones espresan que en caca punto de la curva, la
normal principal coincide con la normal a la superficie o bien
que el plano osculador, en cada punto de la carva, es normal a
la superficie.

Es precisamente la condicion obtenida en el capftulo TIT.

A, OBRECHT






