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1. INTRODUCCION

La expresion para la energia mecanica especifica de un flujo de materia
en cada posicién, se conoce con el nombre de Bernoulli. Y su ley de
conservacion, y variacién a lo largo del escurrimiento como teorema de
Bernoulli. En términos cldsicos se presenta la deduccion del teorema de
conservacién de Bernoulli en Lamb [1], a partir de las ecuaciones de
Euler; la energia especifica de presién, como potencial de las presiones
aparece en forma explicita en el planteamiento vectorial de Weatherburn
[2] de la ecuacién de Euler. La energia especifica representa el trabajo de
las presiones externas y el de expansién de las presiones internas, seguin el
andlisis de Prandtl [3] para el efecto de la compresibilidad. F. J. Domin-
guez [4] realiza la extensién del teorema a toda la corriente, para el
escurrimiento incompresible. Clasifica los escurrimientos con superficie
libre en rio, torrente y critico segun la razén de la velocidad del escurri-
miento a la velocidad de la onda superficial. Realiza la discusién de las
caracteristicas del escurrimiento en canales, atendida esta clasificacién y la
ley del Bernoulli referido al fondo del canal. Las pérdidas de energia
mecénica singulares estan ligadas al ensanche de la corriente, y su expre-
sion de cilculo, la féormula de Borda, resulta de considerar la solucién
simultinea de las ecuaciones de conservacion del flujo y de la cantidad de
movimiento. .

El analisis termodindmico del escurrimiento considera la energia total,
y la entropia del flujo de materia. La energia total incluye la energia
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térmica y la energia mecanica. La relacién entre las aproximaciones
diferenciales mecanica y termodinamica la realiza Kiefer [5] para concluir
en una expresion de incremento de entropia del fluido.

Las expresiones generales de cdlculo del escurrimiento compresible,
las realiza Shapiro [6] considerando la termodinamica del gas ideal, y se
encuentran tabuladas en Keenan [7].

El objetivo de la presentacion siguiente es fundar las relaciones energé-
ticas en los teoremas de sistema de particulas, discutir beneficios y limites
de cada planteamiento, deducir de aqui la teoria mecanica de la expan-
sion general en toberas para gases y vapores, y aplicar estos resultados al
analisis de la regulacién de una turbina a vapor.

2. PLANTEAMIENTO DESDE LA MECANICA

Elteorema del trabajo o de la energia cinética para un sistema de particu-
las establece: “la variacion de la energia cinética de un sistema de particu-
las es igual al trabajo de las fuerzas externas e internas en el sistema”.

Para la materia que escurre a través de dos secciones el trabajo de las
fuerzas externas es el trabajo del peso, y el trabajo de flujo de las presiones
en las secciones extremas. El trabajo de las fuerzas internas es el trabajo de
expansion de las presiones internas y el trabajo de cizalle interno.

La expresion analitica del teorema para el flujo M kg/s, que escurre
entre las secciones 1y 2, donde las velocidades medias son ¢, y ¢, m/s, las
presiones p, y pz Pa, el volumen especifico v, y vo m®kg, las cotas z; y zo m,
es:

M (0232 — a,c3/2) = M (pyvi—pavs) + M J'v’ pdv + Mg (z, ~ 29)
Y oMyW (2.1)

donde a; y ay son los coeficientes de correccion de la energia cinética en
términos de la velocidad media en cada seccién, g m/s? la aceleracién de
gravedad y ¥ J/kg el trabajo de cizalle especifico de las tensiones tangen-
ciales internas entre las secciones extremas. Las tensiones tangenciales
trabajan sobre el desplazamiento relativo de las capas de fluido, segtin
indica el gradiente de la distribucién de velocidades a través de las sec-
ciones.

Para evaluar laintegral del trabajo de las presiones internas se requiere
conocer la ley barotrdpica
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v = v(p) m>/kg (2.2)

de la transformacién que sufre el fluido entre las secciones 1 y 2.

La suma de los tres primeros términos del segundo miembro, conside-
rados por unidad de flujo, corresponden a la diferencia de la energia
especifica de presion definida por:

- f * vdp Jikg 2.3)
P:

P1 — P2

con lo cual (2.1) se escribe:

M (0963/2 — 0;c3/2) = M[(Py — Po) + g (21 ~ 2z2) — 4] ()

Reduciendo los términos correspondientes a cada seccion se define la
energia mecanica especifica:

e=ac/2+P+gz (2.5)
~y el teorema del trabajo ec. (2.4) toma la forma del teorema de Bernoulli:
e =¢;, —V Jkg (2.6)

La caida de la energia mecanica especifica, corresponde a la potencia
por unidad de flujo que desarrollan las tensiones tangenciales internas.

3. PLANTEAMIENTO DESDE LA TERMODINAMICA

El analisis termodindamico de la corriente considera el sistema de ecuacio-
nes constituido por la aplicacién de los principios de: conservacion de
energia total, generacion de entropia, entalpia como funcién de estado y
entropia como funcién de estado.

La energia especifica total del flujo de materia M kg/s, que escurre a
través de una seccion, estd compuesta de las energias térmica o entalpia
h J/kg, cinética a ¢%/2 J/kg, y potencial gz J/kg. Si Q W es el flujo de calor
que se transfiere desde una fuente térmica al escurrimiento entre dos
secciones extremas 1 y 2 se verifica:

Q+ M (h; + a1ci/2 + gz1) = M (hg + a2c%/2 + gzo) W (3.1)

El fluyjo M kg/s que escurre a través de una seccion tiene alli una
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entropfa especifica s J/kgK. La velocidad de generacién de entropfa
S' W/K, en el universo constituido por la corriente entre las secciones 1 y
2, y la fuente térmica a la temperatura T K desde donde se transfiere el
flujo de calor Q W, verifica la ecuacion.

Ms, + QT +S =Ms, WK (3.2)

Los valores especificos de la entalpia y de la entropia en cada seccién
son solo funciones de la presion p Pay el volumen especificovm®kgen
esa seccién.

h = h(p, v) Jikg 3.3)
= s(p, V) J/kgK (3.4)

4. RELACIONES ENTRE LOS PLANTEAMIENTOS

El teorema de trabajo 2.4 y el principio de conservacién de la energia 3.1,
tienen en comun los términos correspondientes a la energia cinéticay ala
energia potencial. Eliminando estos términos entre ambas ecuaciones
resulta:

M(P2 - Pl) + M lll = M(h2 - h]) - Q W (41)

Dividiendo por el flujo de materia M kg/s y designando el calor transferi-
do por unidad de flujo por:

q=QM J/kg (4.2)
se obtiene:
PQ - Pl + \!} + q= hg - h] J/kg (43)

La entalpia se incrementa por el incremento de energia especifica o
trabajo técnico que se transfiere al fluido, el trabajo de cizalle interno de la
corriente entre las secciones consideradas, y el calor que se transfiere al
escurrimiento. En general, este incremento de entalpia se manifiesta por
un incremento de temperatura del fluido.

La ecuacién diferencial para las transformaciones reversibles

dh = Tds + vdp J/kg (4.4)
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integrada a través de la transformacién que sufre el fluido al escurrir
entre las secciones 1 y 2 conduce a:

he — h, = J‘” Tds+ P, — P, Jlkg (4.5)

S
De (4.5) y (4.3) se obtiene:

w+q= J‘ " Tds Jkg (4.6)

Definiendo la temperatura media entrépica, en la ley de transforma-
cion del fluido entre las secciones 1y 2; por Tjg:

S2

Tig (s2 —s1) = f Tds J/kg ' (4.7)

$1

se obtiene:

b+q=Tip(s2—s1). Jkg (4.8)

El incremento de entropia del escurrimiento es producido por las
razones del trabajo de cizalle interno y del calor recibido, a la temperatura
media a la cual se realiza la transformacién.

La expresion para la velocidad de generacu’)n de entropia 3.2, conside-
rando 4.8 conduce a:

S _ v q q

La generaci6n de entropia por unidad de flujo se produce internamen-
te por la razén del trabajo de cizalle interno a la temperatura media a la
cual se realiza, y externamente en la transferencia de calor rechazado por
la fuente a la temperatura T, al fluido con la temperatura media Ts.

5. BENEFICIOS Y LIMITES DE CADA APROXIMACION

La aproximacién mecénica al calculo energético, consta de dos ecuacio-
nes, el teorema de Bernoulli 2.6 y la ley de la transformacién 2.2 para
calcular la energia especifica de presién 2.3. Las relaciones para el cilculo
del trabajo de cizalle que proporciona la investigacién completa los ante-
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cedentes requeridos. En sentido inverso la aplicacién del teorema de
Bernoulli 2.6 permite determinar experimentalmente el trabajo de cizalle
interno.

La aproximacién termodinamica consta de cuatro ecuaciones: conser-
vacién de la energfa 3.1, generacién de entropia 3.2, entalpia y entropia
como funciones de estado 3.3, 3.4. Las expresiones para estas funciones
de estado son en general complicadas, y se encuentran en general tabula-
das, con f4cil acceso.

La expresion mecanica es sencilla, pero requiere el conocimiento de la
ley de la transformacién e introduce el término trabajo de cizalle interno,
considerando como una pérdida de energia mecanica y cuya determina-
ci6én requiere los resultados de la investigacién.

La aproximacién termodindmica requiere la solucién de un sistema de
cuatro ecuaciones simultaneas, que permite la determinacién de otras
tantas incégnitas. Proporciona informacién sobre la eficacia del escurri-
miento, a través del valor de la generacién de entropia. Para el calculo no
requiere el conocimiento de la ley de la transformacién, ni introduce
términos internos.

Las relaciones deducidas de ambos planteamientos, permiten estable-
cer la ubicacion exacta del trabajo de cizalle en el balance de energias,
influencia en el incremento de entalpia 4.3, su influencia en la generacién
de entropia y los limites reales de su degradacién 4.8, 4.9.

El trabajo de cizalle se almacena como energifa interna en la entalpia del
fluido, donde en general producird un incremento de temperatura. Y
contribuye a la generacién de entropia en razén inversa a la temperatura
a la cual se realiza, la degradacion del trabajo de cizalle es tanto menor
cuanto mayor es la temperatura a la cual se realiza.

El teorema del trabajo permite distinguir los términos correspondien-
tes al trabajo de las presiones externas del trabajo de las presiones internas
en la energia especifica de presién.

6. TEORIA MECANICA DE LA EXPANSION EN TOBERAS

La tobera es un dispositivo de dimensiones pequerias destinado a acelerar
un fluido desde el reposo hasta una velocidad supersénica.

En general, cuando el fluido se acelera el trabajo de cizalle interno es
despreciable: 1a capa limite se restringe en su desarrollo y disponiendo de
contornos bien diseniados no existe separacién de la corriente. En estas
condiciones la expansién es internamente reversible ¢ = 0. Atendida las
pequenas dimensiones, y la velocidad apreciable con que se realiza el



Energética de los escurrimientos 133

escurrimiento, el flujo de calor que se pudiera transferir al flujo de
materia que se expande es despreciable, y luego el escurrimiento adiabéti-
co Q = O, q = 0. La velocidad de generacién de entropia es cero 4.9. El
escurrimiento es reversible y segin 4.8 s; = sy, isentrépico.

La ley de la transformacion isentropica se puede representar por una
ley politrépica.

p/po = (vo/V)* : (6.1)

Con subindice 0 se indica el estado de reposo o estancamiento desde
donde se inicia el escurrimiento insentrépico, k corresponde al exponen-
te politrépico de la expansion isentrépica. Para el aire k = 1,4, para el
vapor en estado sobrecalentado k = 1,3 y en estado saturado k = 1,1, en
primera aproximacion.

La energia especifica de presion, para la ley politrépica 6.1, con k #1
estd dada por la ecuacién

P-P, = kal (PV = Pove) Jikg (6.2)

Con trabajo de cizalle nulo, y esta ultima expresion para la energia
especifica de presion, el teorema de Bernoulli 2.6, toma la forma si-
guiente:

C2'

: ok
% PoVo = =T PV + 5 J/kg 6.3)

Las variaciones graduales de presién se transmiten a lo largo del
escurrimiento a través de ondas de diferencia elemental de presion. La
velocidad de esta onda en un fluido en reposo es la velocidad del sonido
a, m/s, que, para el fluido en el estado definido por p Pa y v m%kg,
considerando la ley isentrépica 8.1, estd dada por la ecuacién:

a,= V k pv m/s 6.4)

En el escurrimiento compresible se distinguen tres regimenes segun la
razén de la velocidad del escurrimiento ¢ m/s a la velocidad del sonido
ag m/s.

Régimen subsénico c/a, < 1, en el cual las ondas de diferencia elemen-
tal de presién pueden remontar el escurrimiento. En consecuencia, la
presion en la seccion considerada esta determinada tanto por la presién
que existe en las secciones que le anteceden, como las presiones existentes
en las secciones que le siguen.
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Régimen supersénico c/a; > 1, en el cual las ondas de diferencia
elemental de presion no pueden remontar el escurrimiento, y en conse-
cuencia, la presién en la seccion considerada estd determinada exclusiva-
mente por las condiciones del escurrimiento anterior a ella.

Régimen sonico o critico ¢ = a,, el cual constituye una barrera para las
ondas de diferencia elemental de presién que pudieran remontar el
escurrimiento. La seccién con escurrimiento critico aisla las secciones
anteriores de las secciones que siguen. Las condiciones del escurrimiento
anteriores a la seccion con escurrimiento critico permanecen indepen-
dientes de las variaciones del escurrimiento en las secciones posteriores.

El problema en el disefio de una tobera consiste en expandir reversible-
mente un flujo M kg/s, desde una cdmara con velocidad nula y presién
Po Pa, hasta una presion de descarga py Pa en régimen supersénico.

El sistema de ecuaciones que rige el escurrimiento a través de las
sucesivas secciones A m? de la tobera es:

M = cAlv kg/s (6.5)
k _ k. 4 c? ) :
k—] PoVo = TPV ™ 9 Jkg (6.6)
k-1
PV/PoVe = (v = (p/po) ¥k = a%a?, 6.7)

La primera ecuacién corresponde a la de conservacion de la materia.
Lasegunda al teorema de Bernoulli. Y la ultima a diferentes formas de la
politrépica con exponente k. Se introduce la velocidad del sonido como
caracteristica del escurrimiento isentrépico.

Para discutir la variacién de la seccién A, con objeto de tener un

“escurrimiento acelerado dc > 0, se diferencian estas ecuaciones para
obtener dA en términos dc.

Para acelerar el fluido desde el reposo hasta un régimen supersénico es
necesario disponer de una tobera convergente divergente. La parte estre-
cha de la tobera se denomina garganta. Para las condiciones de disefio la

_presion cae gradualmente a lo largo del escurrimiento a través de la
tobera. El fluido se acelera hasta condiciones sénicas en la garganta, y
desde alli, en la parte divergente hasta las condiciones supersonicas en la’
salida. La solucion adimensional del sistema de ecuaciones permite el
célculo expedito de las dimensiones de la tobera.

Para una presién fija en la cimara de admision p,, la curva de descarga
de una tobera, flujo de materia M kg/s versus presion en la salida p; es
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creciente a medida que p; desciende de p,, hasta que en la garganta se
alcanzan condiciones sonicas. En estas condiciones se alcanza el flujo
maximo que puede proporcionar la tobera con las condiciones dadas de
entrada. Para valores inferiores de la presion el flujo a través de la tobera
sigue siendo el mismo, pues las condiciones antes de la garganta no se
pueden ‘modificar, porque en ella se ha establecido el escurrimiento
critico.

7. ANALISIS DE LA REGULACION DE UNA TURBINA A VAPOR

La primera etapa de una turbina es de accién, con toberas en régimen
critico en la garganta, las cuales aislan el generador de vapor del escurri-
miento a través de la turbina y proporcionan la posibilidad de regulacién
del flujo de vapor. _

Para condiciones invariables en el generador de vapor, la regulacion
del flujo de vapor se realiza estrangulando la seccion de entrada a la
camara de toberas mediante una valvula. La conservacion de la energia
3.1, aplicada al flujo de vapor entre la caldera subindice c y la cimara de
toberas subindice o, despreciando la transferencia de calor conduce a:

h. = h, J/kg (7.1)

Esta condicion se aproxima por la igualdad de las energias de flujo
PcVe = PoVo J/kg (7.2)

La solucion del sistema de ecuaciones, para el escurrimiento en toberas
6.5 a 6.7, con la condicién 7.2, y escurrimiento critico en la garganta de
seccion A, conduce a la expresion:

9 k+1 Kk
M = (le) 2k-1) A / —peve Ap, kg/s (7.3)

El ﬂuJo es una funcion lineal de la presion en la cimara de toberas, y la
seccion en la garganta de las toberas.

Para condiciones fijas en la caldera, el flujo de vapor a la turbina se
puede regular, primero, reduciendo la presion en la cimara de toberas
por estrangulacién de la entrada; y segundo, por reduccion de la seccion,
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disminuyendo el nimero de toberas de admisién de vapor a la turbina o
regulacién por admisién parcial.
La irreversibilidad de la estrangulacién se deduce de 3.2.

S
M
La presién p, y la entalpia h, = h,, definen el estado en la cimara de
toberas, y por lo tanto:

= §,—S J/kgK (7.4)

So = So (Po, ho) J/kgK (7.5)

Con lo cual se puede calcular la irreversibilidad en la estrangulacién
7.4. Esta irreversibilidad es producida por el trabajo de cizalle {;, genera-
do en el ensanche del escurrimiento en la salida de la valvula a la cimara
de toberas. De 4.9, 4.8 se obtiene:

b= Teo (So—80) ' (76)

Donde T, es la temperatura media entrépica a la cual se realiza la
expansion.

La energia degradada a es la diferencia de caida isentrépica, hasta la
presion de descarga de la turbina.

Si pa Pa es la presion en la descarga, la entalpia al término de la
expansion isentropica antes y después de la valvula estd dada respectiva-
mente por los valores de las funciones:

hdsc = h(Pd, sc) (7.7)
hdso = h(pd: So) (78)

Y para la energia degradada resulta asi:

a = hc - hdsc - (ho - hds«:)) (79)

Y considerando la igualdad de entalpias para la vélvula 7.1
a = hgy — hdso ' (710)

De la ecuacion diferencial para las transformaciones reversibles 4.4, en
la transformacioén isobérica a la presién de descarga, resulta:
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hdsc - hdso = JKSC TdS (711)
So

Introduciendo la definicién de temperatura media entrépica 4.7, se
obtiene:

a=T(. — so) ' (7.12)
Y considerando la expresién, en términos del trabajo de cizalle 7.6:V
a=Ty/ T, (7.13)

La energia degradada en la valvula es funcién de la razéon de la
temperatura media en la descarga de la turbina a la temperatura media a
la cual se realiza la expansion. El trabajo mecanico de cizalle §, se degrada-
ra tanto menos cuanto menor sea la razén de temperaturas delvaporenla
valvula y en la descarga, T/Tco.

8. CONCLUSION

El analisis mecanico y termodindmico de la energia de los escurrimien-
tos conduce a resultados complementarios. El trabajo de cizalle interno
permite justificar, en la parte que le corresponde, el incremento de
entalpia y la irreversibilidad interna de la transformacién. El incremento
de entropia en una transformacién adiabatica, permite calcular el trabajo
de cizalle conociendo s6lo los estados del escurrimiento en las secciones
extremas. El teorema de Bernoulli permite la aproximacion al calculo
energético requiriendo el conocimiento de la ley de la transformacién. La
teoria del escurrimiento en toberas, deducida en esta forma mecanica,
permite llegar a soluciones aplicables a gases y vapores. Los resultados
precedentes se han aplicado a la regulacién de una turbina a vapor para
establecer la ley de la regulacién de flujo, cuantificar la magnitud del
trabajo de cizalle. y determinar la parte de este trabajo efectivamente
degradada.



138 Anales de la Universidad de Chile

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

1. H. Lams, Hydrodynamics, Sixth Edition 1932, Dover Publication, New York.

2. C.E. WEATHERBURN, Advanced vector analysis, X Reprinted 1957, G. Bell &
Sons, London.

3. L. PranDTL, O. TIETJENS, Fundamentals of hydro & aeromechanics, 1929, 1934,
Dover Publications, New York. _

4. F.]J. DomincuEz, Hidrdulica, 3* Edicién 1959, Editorial Universitaria, Santiago.

5. KIEFER, KINNEY, STUART, Principles of engineering thermodynamics, 1954, John
Wiley & Sons, New York.

6. A. Suariro, The dynamics and therm;dymmics of compressible flow, Vol. 1, 1953,
The Ronald Press Co., New York.

7. J. KEENAN, J. KAYE, Gas tables, X Printing 1963, John Wiley & Sons, New York.



