Pl oblemas sobre maximos y minimos de
las funciones (l

1.2 SERIE

’

1.—Por un punto dado P, ubicado dentro de un dngulo recto
A B C, trazar la linea D Q de modo que forme el menor tridngu-
lo DB Q. St :

* Desde P tricese PR ) .

paralela a B C. ) - c
Hagamos B R=gq, PR

=b, B D=2
Luego D R=z—a, y;
por los triangulos seme-
jantes DBQ y D R P,
tenemos: .
DR:RP::BD:BQ.
O bien
z—a:b:1x:BQ A
De donde
BQ=— S

r—a

(1) Parg la solucién de todos estos problemas nos hemos guiado por la
excelente obtita de Thomas Tate intitulada: «7'he Principles of the Di ffcrcn-
tial and Integiral Calculuss. -
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Area:AD B Q=3 B DxB Q.= fl,(%c——a) =un minimo. -

%% ! Entonces, la funcioén propuesta sera:

-
y= =un minimo.
z—a ,

-

-Diferenciando esta funcion e igualando a cero, se tiene:

dy _2s(a—a)—x_
dz. ~ (z-a).

Y, multiplicando ambos miembros de .esta igualdad por
»— a)?, nos queda: : '

g?—:: =2z (x~a)—x2¥o

- 2z2—-2 za—z2=0

. x?—272 a=0
r x tenemos:

L x—2a=o0

x=2a

duce que la lfnea D Q es bisecada en el pun-
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2.—Una cisterna de base cuadrada, abieria en su parte supe- -
rior, debe ser cubierta con una tapa de plomo de a pies de su-
perficie; se pide las d:menswzzes de lu cisterna cuando su conte-
- nido sea un mdximo. -

Sea z el lado de la base, z la altura perpendicular de la cis-
erna;. entonces la superficie en pleS cuadrado de la cisterna
es —x2+4 ZTz=a

yel volumen dela cisterna=4rea de la basepor la altura per-
L(a—z%)  azi—z
bz 4%

pendicular, o sea =z? x =17 =% (a z—x3)

=un méximo.
Luego, la funcion propuesta sera:

y=az—z3=un maximo.
Diferenciando e igualando a cero, se tiene:

'dy

iz =a—3 z =0

o= -
3

Y, substituyendo en (1) este valor de z, tenemos:
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Por consiguiente, la altura perpendicular de la cisterna
debe ser igual ala mitad del lado de la base.

2. —Circunscribir el menor tridngulo isésceles airededor de
un circulo-dado, cuyoradio OP=0D=r.

Sea z=C O; cntonces CP=
v z*—r*, y, por los tridngulos
semejantes CPOy CA D, te-
nemos:

CP:0P::DC:AD

O bien . .
Vz2—r2:riigtr: AD
De donde
AD— r (z4r)
V z2—r*

.. Aread ABC—=ADxDC— &V

\/ xr—r

= un minimo.

Suprimiendo r y elevando al cuadrado numerador y deno-
minador, la funcioén propuesta sera:

(z4r)t (1)t (z+r3 ..
Y= S 2 = ~ == e == ) minimao.
z*—r (z+r) (x—r) z—r

Diferenciando esta funcién e igualando a cero, se tiene:

(_iyl — 3 (.’II+i‘)2 (x—r)_;(x+r)3 _‘\
dx @y =

y, multiplicando ambos miembros de esta igualdad por
(z—r)2, nos queda
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. 3 (a4ry (g—r)—(a-r)=0
y, dividiendo ambos miembros por (z4r)? tenemos:

3 (x—r)——(x+r‘)——:0

. 32—3r—z—r<0

e 2z2—47r=0

c.z=2r,y C D=z+r=3 r.

4.—Determinar la altura del mayor cono A B C, que pueda
extraerse de la esfera dada A D B C, cuyo didmetro CD=2 r.

" Sea z=C P; entonces P D
. =2 r—x .
y AP’=CPxPD=.s(2r—z) ' C
.. drea base del cono==Xx :

AP*== 4 (2 r—2)

.. vol. del cono =1 érea ba-
se X perpendicular

: n
.. vol. del cono= 5 2 (2r
-—Z) =un maximo.

Entonces, la funcion pro- A : B
puesta sera: : o E%

= .
= -—2 2° r—z3=un méaxi. o)

3

mo. .
Diferenciando esta funcién, despreciando el coeficiente

eigualando a cero, nos queda:

wl £

d
(-ii; =4 xr—3 x’:p



.
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Dividiendo ambos miembros por z, tenemos:

i hr—33-0

: 4
X = — T
=3

Por consiguiente, la altura del mayor cono que pueda ex-

“traerse de la esfera dada A D BC esigual alos § del radio

de la esfera.

f

5.——Determl_lndr la altura del mdyor cilindro I S KV que
pueda exiraerse del cono recto dado A B C.

¢ o :

3 -

Sea AB=a, C D=b y CP=z; entonces, por los triangu-
los semejantes C.AB y C K V, tenemos:

CD:AB::CP:KV_
De donde ‘
b.a::z: KV

O bien
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Ahora el volumen del cilindro I S K V esigual a la super-
ficie deJa base por la altura.

. Vol.cil. TS K V=0,7854 K V*XI K

" Pero, segun(i), KV= {1;

. Luego »

) 0,7854 a2 ‘ - ' L
Vol. ¢cit. I SK V= Sb—: X 2% (b—x)=un maximo.

Despremando el factor constante, la funcién propuesta
sera:

y=2? (b—2z) = b 22—23=un maximo.
Diferenciando esta funcién e igualando a cero, nos queda:

Y o he3w_0

.3 ¥=2bz
‘. z=%b
Ahoral K= CD~CP

PR I K.=b——% b=415 b
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I3

Por consiguiente, la altura del mayor cilindro que pueda
-extraerse del cono dado A B C esigual a § de la altura del
cono.

6.—Conocido el perimetro p, o suma de los lados, de un rec-
‘tdangulo; se pide el valor' de los lados cuando la superficie del
rectangulo sea mdzxima.

Llamemos z la base; entonces la perpendicular sera
=tp—2 ’
.. Area rectangulo=z (} p—z)=% p 2—z*=un maximo.

Diferenciando e igualando a cero, tenemos:
dy
"d:c=%.p_2 =0,

.2z=%p ' '

c.z=}p

. Por consiguiente, se deduce de esta expresmn que el mayor
' rectangulo es un cuadrado

7.—Se desea construir un redil rectangular A B C D, apoya-
do contra una ¢ieja muralla D C, de modo gue encierre cierta

1 . . ., .
superficie dada, digamos, de a piés cuadrados. Se necesita saber
cudles serdn sus dimensiones, de modo que se conslruya con el
menor gasto posible.

.
.

Aqui el gasto sera un minimo cuando la longitud de la
muralla C B A D sea también un minimo,

,
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Hagamos z=A B; entonces A B>AD=a

ARAAIANM AN AN Y DN

ap-t e :
x

-. la longitud de la .
muralla: AB+2AD A T B

2a .
=24 — =un minimo e —X-- -~
B R . .

Luego, ]a funcién propuesta sera:
2a .
Y=+ — =unmmmo.
x

Diferenciando esta funcion e igualando a cero, nos queda:

dx x?
2.9
z a=0
x2

y multiplicando por z? los dos miembros de esta igualdad,
se tiene: ' ‘
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Por consiguiente, se deduce de esta expresién que la an-
churadel redildebe ser iguél alamitad-de su largor.

‘8.—Se pide lo mismo que en el tliimo ejemplo, cuando el es-
pactio encerrado por el redil esté dividido en dos compartimentos,
por una muralla F O.

Adeptando la misma notacién que en el e]Pmplo dltimo,
tenemos:

Iohgitud de la muralla=A B3 A D=:i+3)—f
z
Luego, la funcion propuesta seré:
3a L.
Yy=z} —z—=un minimo.

Diferenciando esta funcion e igualando a cero, nos queda:

'

dy _, _3Sa_

Pero AD

It
a[a
‘a
If
|8
Lo
'
I

Por consiguiente, se deduce de esta expresién que’la an-
chura del redil debe ser igual a la tercera parte de su largor.
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9.—Bisecar el tridngulo A B C por la linea més coria P D.

" Hagamos B C=a, A C=b, C P=4, yC D=y.

Entonces, segun el postula-
do del problema, tenemos:
A

Area AABC 24rea APDC

' .*. yabsen C=2x% zy sen C

Ahora, por la Trigonometria Plana, tenemos: -

PD:—=CP24CD2—2CP. CD. cos C -

Luego, la funcién propuesta sera:

2 ph2
Y= z2+ i b cosC un minimo.
Z

Diferenciando esta funcién e igualando a cero, nos queda:

dy a2 b 8«x azb?
’—=2 — e ———— —_———
e Tyl D aee i

o[ \/

‘De aqui, se deduce queCP=CD

/
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10.—La superficie total de un cono recto contiene ¢ pies de
superficie; se pzde sus dimensiones cuando el contenido del cono

sea un mdxrimo.

Sea z=-¢l radio de la base, y Z=Ia altura oblicua; entonces ,
tenemos: ’

circunferencia base=2 z z; irea base=n z%

’

Superficie convexa =$ circunferencia base x altura obli-

cua== rX7Z;

’

.. Superficie total del cono=r= 2| xe-—c

) ¢
Z= —Z;
e T
cz
.-. altura perpendicular cono=\/ 22—z? ——\/ ——22%..(1)
i
Pero c%n z?
¢
De donde z2= - .
2¢
.. altura ‘perpendicular cono = -
\ n* x* =

. Volumen del cono=} 4rea base >< altura perpendicular.

' c? 2¢
Volumen del cono=1} = 22 \/ 2 g2 — =un maximo.
b €L . T
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Elevando al cuadrado, despreciando el lactor constante,

multiplicando por  los dos términos bajo el radical, la fun-
_ ¢

cién propuesta sera:

c . L :
= —72—2 2*=Uun maximo.

s

Diferenciando esta funcidn e igualando a cero, tenemos:

e d 2¢
—y=—c.x—8$3'0
dx 7
9
~ .:—6‘8{32:0
ﬂ .
1...8x2=%"€
: 7
e gl e
A

y

mrE

c
= —
3 4

Ahora, substituyendo en esta expresion el valor de z, te-

nemos:

N

[4
"—:.—%
C

2

Ve

T
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Y, multiplicando ambos miembros de esta igualdad por

3 /i, nos queda:
U3

De donde

3¢
¢

Coz= Ty
: ==/,
_ %\/ﬂ-

Por consiguiente, se deduce de esta expresion que la altura
oblicua es tres.veces el radio de’la base.

"14.—Sear el radio de una ldmina circular de estafio; se ne-
cesita saber cudles serdn las dimensiones de un sector extraido
de aquella, que forme un barco conico de la mayor capacidad

posible.

Sea z el largor del arco del sector. Ahora, cuando el sector
se enrolle para formar el cono, z serala circunferencia de la
base y r la altura oblicua.

. oz . . z
.-. diametro de la base - — y radio de la base= T
. - T
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hom

.. altura perpé}ldiculal' del cono=\/(r= — iz_z)

I drea de la base— — » % — °
el area de la base— — 2=
y ? 4 X Tt 4 =

‘. la capacidad=1% area de la base por altura perpendicular

xz

R S |
.. la capacidad= 5 X 43_— \/<r2_1 i xl)=u'n méximo.‘

Elevando al cuadrado y despreclando los factores constan-
tes, la funcion propuesta sera:

2 )

y =2:4('r2—2E nz) =un méaximo.

O bien .

6 -
Y=gzt r:— i =nn mdximo.
K1

Diferenciando esta funcidn eigualando a cero, tenemos:

Al . El

dy =4 23 rz——6— 25=0
dl‘ . ) 4 *

bodri— 5—a%=0
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L hrr— —— g2 =()

12.—De todos los tridngulos con igual base a e idéntico peri-

v

.metro 2 p, el isésceles tiene la mayor superficie.
Sea z uno de los lados; entonces el otro lado sera=2 p

) —a-—x.‘
Por un bien conocido problema.de Trigonometria Plana,

se tiene:

Area & = V'p (p—a) (p—=z) (p—2 p—~a——x))=u1i maximo.

’

’

|
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. ﬂ‘z-/=(p—:c) (p—2 p-+a-+2z)=un maximo.

.t y=(p—z) (a--r—p)=nn maximo. .

4 . . . .
Diferenciando esta funcion e igualando a cero, tenemos:

W (- +3—p) =0
2 —(p—a)rlata—p)=0..

dy . ‘ o )
A i
dy
A, S S
dz =" 2z1r—a=0
o—22=0a—2p
- a
—_—r= 3 —p
a
= —7

Y aplicando este valor de zenla.expresién del otrolado,
nos queda: )

a
2p—a—pty

AXALES.-NOV,.DIC.—22
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, .+ O bien

a a
p—tt 5 =p— 3

Luego, el tercer lado es lgual al segundo yel triangulo de
_mayor superficie es el 1sosce]es

~ IsMarL Gasarpo R.

Lo Espe]o 23 de Noviembre de 1915





