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Los eje rc icios que n o son orijinales 11('I'an el nombre del 
autor i el núme ro de I¿L pú.iin<l de la obra tle donde han s ido 

sacados, 
Valparaiso, octubre 20 de 190,) , 

CAPiT CLI) PRDIERO 

f)pfi l/iciOi/(,-' 

1, Ildegl'al, En e l C¡\lc ulo Integ ral , la fUl1 CLOl1 pl'ilililira: 

y=f I xl (1) 

C ' la il/tegral el la c1iJerenc: i:l1. 

(2) 

2, [lI t ~g l'a cio ¡¡, La illl egTil cion es la opera eion wversa de 
l;¡ dil' ' l' enciac ioll , i su objeto es encontrar 1;1 1'11n ion primi
li,';1 cunndo sc da S lI diferenc ial. 

:~, ,""igno ele i¡¡l eYl'IIl'i" n, La ill tcg l';t ,' itln s' indi ca por me
di .. d,·1 s igno J , qu e >, ,· 11:1111;1 illt¡ '!lro/ i 1', ;In ;'¡[ogo al signo 
"i/"I' (' )/('i,,/ d, 

·1. /';'"1)/"0 ti", "i!ll/" ,1 • ¡';ll';1 ill rl i ca r la illl egT;ll'ioll de (:?l, 
RC ;lli! Pl' lll ll' el s ig ll u illtc;';Tal el los dos mi embros: 



-------- ----

i "led/l (fl/do In inregl'a e iol\, d (' !1 (' lI1 os Ik",' ~lr ;1 I;¡ I'un c ioll pl·j · 

l11iti\' a (1 . 

• ' 1. DI!.'¡ "I/ cei o l! ¡/el,i ill/O . /'. LI s implc eO lll pa ra c ion dl" , ;;) 
i (1 '. n os d ice' (" [;lra1l1C1I{ (' qtl(' 

¡" d \ '=\' . . . , (-le) 

i es te I'esultnc\o cs c\'ic\('n tc, po rque, se."·lI11 1;1 cktini e io ll de 
e te c:llculo 1" ¡"Iegral d~ In di("l'l 'pI/I '¡,,1 d,~ 1/1111 {/I!I"ioN ,." la 
¡¡¡¡sma { UI/Ci O' I . 

D educimos de és to q ue lo 'ignos f i d se c\cs trll~'(' lI 

cuan do se encuentran inmcc\intos. como en \;) fó rmul a (-l '. 
Confo rll1 c con lo nlItl'rior. tendremos quc 

.f d x=x; 

i. en .¡e ll e ral , 

'j. 1"I" g"ol,'" ("'lIl cloll/l' /I/ al " . CÚ!l1parClll o alo or a los (',~ Ull ' 
dr) mi('I1\I))'(, (l!. (: ;) i (1 1: 

:I f' (x) d x= f (x ) 

.\'1 u i , p,lI'n 1' 11 ('O ll t r rtr Ir¡ fllll (·illll prilllili\":I , Iwi (IU e' p ;l sal' 

J(' f I"(x ¡ d x a f (x l: 1" '111' sr' (' o ll 'J ig·uo'/l"fl .. <j"'U·l/lIlIulro 1:1 

difc ren ·j al ' 11 es p r 's io ll c ~ il!lpl J::¡ O l'ulld:lIn ' lI laks, " U \'a i 11 -

tC'!:!" J'"¡¡ ('i oll C sab k l('(: r . 



/, ¡I/Iey,'oeiol' il/lJlf'di(dJl : E si:h i ll l t '.C::I'"\c' '' I UlldilI1l 01I t: ¡[I" 

SC r l1 ClICnrl'all l'mpl ri llld" la i ,/ / r'!V {Jc i(¡/I i,,,,, ,·rli (/ /II, IIl dr,dr, 

quc 'on s i s tp 01 1 ¡ /leer/ i r la s l'r~ ¡ ; I " di' 111 dil'c·l' r nci;¡r·i'lil. 

1'. '/'r (lsj'III ' J//(/cir¡{ll's , L,, ~ 11·:1 SrO l'l1I,l('i ' Jll r·s '1liP ¡I II(' / k tCll01' 

ull a dil'c r c ll c i :!I t'O lll)i LlCSL l, 1':11·" ('li l i\ ('nil"l a ,'Il LllliI ( 1 II1lb 

in te.~Ta l c" [uncl"m c l1li!l cs , so n elt' (' lIil r l·" c:Ia ~('s , a 5a 1)01' : 

L Tl' n ~ I' (J l' m"r-i() I I ('s illj r- lll'ú k ns : 
J], D esl'CJlnpusic i Il1l0S: 

ll1. [ntC.!..:T[ICit'lI pnl' :' ll st i tI ICj"ll : 

]\', ImC;::T i1c iOIl 1'0 1' Vartcs, 
T olla la clifkulrad '1 " C 1 1 1·(, :';Cllt:1 I'l Cúlc' l l l " ll l t(,)': I':ll 0~tl' i l ' :L 

1' 11 saIJC'r Il:l éc l· c~t ,I S tl'ihl' ''I'Il! ,w iu l l f 'S, P"I' :1 1" ('lIid :'e IICI'C

sita p rin c: ipitlmC' lIt(' ])1':lct it,¡¡ (,JI PI ("úlculn ;lljcil l·ú icv , 

q, Eh /l/ r'íJl"s 11(· {lJI{I i l/ /" !¡i'{tI,-D0 :; i -! S;)I'"mos: 

En la illtp~T:l(' i o ll imlic, ld ;l d C' 1 sr!..:'u n,! n mi0Inl' I·Ii , ;;(' cli ;; , 

tin¡':Tl e 1" dCI'ÍI'ad;1 p l'Í1110 1',I r 1.1' ) dI' la dil'nt' Jl f ' iill (/,,' dC' la 
\'il l'iab l e ill dC[wndic lll C' , 

L st;l c! c l' i \ ' ;ld;1 t'S 11 11:1 nu,'\'" 1' lll1 c i"n d0 ,,' i l'~ Il l' tl pi ;lmplll(' 

l a [un c io n qu C' \¡ ¡1Í CJl l l' t l ':I ;; rn rJ n;II', 

JO, P tn ~( ' II'I I), - Tll rI(¡ (/lJI . ill'l /i " !Jr' 111/(1 illl cUr(1/ " -[lC' 1,) 
quc pl'e'('e'tk ~(, dl 'spn'lLrlc 'I"C d C,\'¡jculo I l l t C¡':'I', d 11',11;1 de' 1,1 

intc,:'; I'iH: illll de !;I S J'ullt'i (>! I\':' , SiIlIOI1l; 11' CJI t' U011(;1 ~ i ( '·",ta~ ~nll 

d Cl'i\'adi l ;; dr Ot l'iI J'111 H' i ( '11 tl 11<': i ¡¡dlllilil ·Cl ll t ,,, l'Ill!1() ,'\'idente 

quC toda I'U I1 CiOIl t i ell C 1111:1 ill t " ;':: l':tI , 

Segull C~ I C IlllC\ 'O modo de l '(\ II <; idf'l';11' 1,1 in tl'c: r;1 ('i(1 1) , l'S

'I'ibil'c m os 

J J' (X) dx= r (x) 

] 1. Sll l ¡ - ílldit'~ d e fr¡ ill /I '!I, '"f, 1·:11 1:1 illl" .!..:T ;H' i pn de 1:15 df" 

I'i \ ;Idas ( 1 IIIIWi OIIt ' S, ';1' J'/'v IHI'I ;IZ;1 d r:l r'II ' I· di fl'I ·"lll·i:ll rlJ' 
p OI' (,1 ':> lll) -illdif '(' . 1 ', '1"1' ,, 1""(;1 ,,1 s i ,!..:'lItl d(' ill lV:';T;\<;i "i l : 



:!(l, 

I dx=1, l = x; 

1 f (x l dx= r f (x ) 

l:!. ('Zu.<ijiC(l ciOII d,. {o.< ("ullcioiles.-Las fUI\('i ones ,[ue h ,ti 

qu e inregTar. se clas itil:a ll. (" omo ell e l Cú1cul o Diferencia,I, 
del modo s igu iente: 

r Ra cion ;lles: e ll ' e ra s 1) fra cc ionarias 
.\ Ij ebrúi cas .... " 1 rr;t é iona les 

T rascendentes .. fE pone lleiales i log-a ritmi cas 
" Trig onomdricas i c irculares 

13. COl/lpl'obacioJl .-Se comprueba una integra l, d il'c' r en
c iúndola. Por ejempl o. s iendo ,¡; lo integra l de de; tend remos 
como comproba cion , d (.c)=cl . .<·. De l mi smo modo, s i 

1 r (x ) clx= f (x) . '. d f , x)= f Ix ) dx; 

o h ien 

d 1 ' 1('\. = f , x) d x 

1-1 . ('{J,, ", I (II¿ I(~ dp {u i"I,'(/ o, I.-A t"da illt egTill dc UIl<l fUII 

c ion d > I.r~ a~r(,:;i,r" f' UII t"'/" llt itlfl ('0 1l 5talll (' . 
. ' i d il'c /'('IlI' i;w llJs la dos IUll c ioll 's 

y = x, 

llegamos a l mi smo f e: u ltado, 
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rI,I = dx, 

p Ol'qu C e l1 1;1 d il'c r (' ll l' i ;l c i <l 1l ('1 1"'I 'l ll il l <l ( ' " l l~ r ; lll t l' dr'sa j> :1l'c C' I' , 

Es p OI' ('s i n I'n z " n '1u c ;d iII I C,:.:T¡lI' 1111 :1 di fr '!'C' l1 t' i:l l, dC)¡I'1ll 0S 

;l!lT e ,~;11' ('SI;I ('0 11 8 t3111 (, i (' ~c ri l'¡ l : 

Ikl mi s lI) o m (\d(\ Il' n rl l'C'l t lt lS 'l tl C' 

LI \ ' ;l l o l ' ,k (''' 1:1 (' OIl "I :1 lltl' p ", 'd (' ~" ]' llll l " " lI llln 011 C' I \,]'i 

llW]' " j PlIl¡d", ' 1 cJ i l'(' ]'(' l1r ,' rl (' l ' I' I'\) , "" 111 0 ( ' JI d ~ I' ~' ll l ll l (\ , 

P Oll r'Tll ns o h s('J' \ ' a r. pn l' se l' 1;1 (' (\ lI st 'll lte (' lln n t! o!' inde

te rmin a ,j o , qu e tllld 1' l<J: l' i o n li 0110 IIIt n lt lllr' l'o infin it o d 0 

in tef!Tales, 

~[a s ;lde l i\ l1te ~e \ '(' 1';'1 'J Ili' 1" (' (\ 11 "1; 11 111' d:' 111 1;1 i lll l';.!Til l .;e 

p u cck r1C't0 1' 1l1ill;1I' 0 11 11'(' l , i('J'I (\ '< Il nli te.; , 

1:" (IIII' (/I'II/",' illrl l'fiJl i ,ltls i 111 'fi Jl itltl ",- L:l r" I'I1 I1i1a '1 I IOS 

illrli":l '1111 ' la ill"':':Till'i n ll d,' L I S t' l l ll c i "ll l''; , ' .¡n SL'1 rI" ,1(\3 
1',11'1 (' 5: l i l I'I'i 111 (; ]' :1 ti"III ' 1" )1' n l l ,i l't,) l ,;¡ kl il a r 1" I' tlll l' i "JI [l ri 

mitÍ\' ;¡, Sill :l it'Il r!,, 1' id \ a l ol' d , ' 1;1 1' ''11 '' 1: 111[' ' : i " 11 1:1 "" :':1 111 11 :1 , 

sr ' r1r ' I C' I'lllill :l eSII' \ ,,1 (1 1', 

E l 1J]'illl (' I' 1 ' 1' ~ lil t: Jdll 11 :'I I Il :h l' i tltt':f"<l l i I/(I' ,/lII irl({; i cOIl d 
S g tlll cl o, se obti ' IlC 1;1 itlI C!l f'u! c/('(illida , 

Comenzamos este e tudio con el Ci1lculo de las inte1!'l';l lcs 
indeAnidas, 
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CAPITULO U 

16. R egla del siyl/o. -La ill teg ral ti('ll e' C'i ig-no di' 1;1 dir,,

rene ia l: 

( (± dx ¡= 7 ,. 

En erecto. la eomprobac ion no da: 

d (±x)=± d'\ . 

l¡malment , 

.r . ( ± l' X I = + I (X ) 

I~. Y'r(Jxjl(,,;it-iru, d,·' ., ¡(¡"o.-EI sig"II'J di ' la dil<-l '(· l ll"i. '¡ ¡dI(" 

de antepoll ('rr- :tI ¡; i g-lI o dc· ill t( 'g r ac iCl!J .' iJl 'Iu" \ ali(· la ill 

tcgra l: 

( (+ d XI = ...... fd ' 

[ ,a tra , Pi). i r' ion (k l . ign n ('s 11n'! (·(IlI ~ I ", ,,(,llI"i;¡ ,' \ id"I I[ " d" 

la re'g la de l sigilO. T,'ndrr'mr,' a i (¡uo 
10:-'10 CXX 
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./ (± f "')=± I x f(x l. 

11'. R egla ¡ld cnefici ellte. - La integral tiene e l mismo coefi
C'ÍC'I1!C' de la difC' rencial: 

¡" (adx) = a x. 

1,(\ qUf' se comprueha rú c ilmente, si diferenciamos: 

,¡ (ax) = a el x. 

Del mismo modo , 

f , a f (x l = a r (X ) 

I ~I. '/ )"{/-'jlnsiciOIl d el coe(icienfe.-EI coeti c iente de la difl'
!"t'lwial Plle ele ant epone rs' al sig no de inrcgrilcion SUl que 
,;¡ri l' la opC' I";¡cioll: 

./ (a d X ) = a / el x = a x 

I,as ["eg"la ' ["e 1;11 i,'a s a la intcg ra c ion de l ' ig'no i coeficiente' 
d,' \lna dirl'l'Oll c ial :; () Il la s ill\'ersas el e la dikn' l1 c i;wioll. por 

'1'1<" . icncl() 

el (:t- <l xl = ± a el x: 



:! 11 

, 1 ¡ ± a d xl = ± ¡¡ ;" el x= ± ;¡ x. 

En j Pllv r a l , de' 

rl [ ::t: a r (x 1] = ± ;1 r (x) d x. 

[ t a r l X d XJ= ;1 I l' (X 1. 

¡ 1 1 ' ~( ' I ' \; liI(10 r . t;¡ S d r, . I' ( ,,~I;I.. la illl'('g- r;¡(,i¡JlI el" + ;1 r (x l 

" x " I'(· (I¡W(·:I 1:1 d c' l' I x ) " \ . 

\'<Jl' i; ¡ ( 'uaJldr) (, ill tl'ocl ll ('(, 1111 ('or-fi c i f' IIU' el e la rOnll;1 1= "1 
111 

[ , ta I rltSr Orm ar- i OII r! f' '" ill(f'g r a l l, ucd0, IIiM'C' I 'Sf' rll' c1()~ 
mal'('ra diferente : 
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o bien, 

I J' -= - mdx= - I- , mx=x 
n1 ITI 

El objeto de esta ope racioll e complcw l' un a d ifel'e llcial 
i es la ma senc illa de l:l s tl'ils l' 1'11lH 'i ones a ljeb l'úi ea s, 

Ejercicios 

1. 

11. j'2 d"=~J dx= 2 x 4 ., 4 . 4 

111 f~= ~JdX = ~ a a. a 

l\" . 



" 

;¡ + b ~ " + b 
1 , -- t (~ )d '\= - f (:-:) 

;¡ - b ;¡ -b 

\ I .I , ,,( n. b) 1'(1 11. n. x) = " (:l, \¡) 1' ( ln, n, x l. 

:! 1, J?"f¡l(1 d," e" jlfll/elltp. - La il1 t0~Ta [ lit> IIII;¡ potf'lwi:1 ~f' 

,,1. il'IlI' illlll101Hilllrl n 0 [ l' [ '<lllelltp I?ll 1111 <1 Ullid¡¡<! i di , idi l' n-
11" .' llllf" ' ;l jJoti'I\('i ;:¡ PI'}' . ll inrl i,' f' : 

( x" = 
J , Il + l 

.... , "1,('11('1111'<1 "in '¡ifÍC'1I1LI1l 'l llf' l' t:t ''s 1:1 1'1'¡.:: l a illl t'1'-<a di ' 

1; , ,j¡ lr' I' f'lw i¡¡('¡IJIl ¡[r. llJU I !lol<' llt'ia, ('(1 1l1 0 10 ili d i e ;) 1;, ('u lll 

[JI )1,;w i IJII: 

r 1 \.11 

n+ 1 

11 + 1 

" + 1 

n + I I 

01 \ = J-n dx 
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x - n T- I X 
X - n = ---- = 

-n+1 ( J -II ) X" · 

De este m odo se in tegran las fun ciones I'racC iOli<1r ias, 

porque 

11 eslraccin¡¿((/"io: 

xn x- n . 

1 
- +1 
n 

n x 
l+n 

Esta tr<.lu sl"onuaci01l S emplea ell la:; fll nciunes iIT¿J t"i .li1n · 

les, po rqLH' 

!Jebese t,-nor prese ll to ndcma qUé' 

/ 
., : Xln = \. 11 

= \ 



1. 

11. 

111 . 

1. x" = 
1 

l \" . 3 X " 

r xn + 2J 
v Xn + I=--- = 

n+ :¿ 

VI. Ix 
1 

Xn - 1 = _ Xii 
n 

X II. J- ,¡y =x 3 JX ... y = 

VI II. I , 

Ejercicio" 

x'.! Xn 

n-t-:¿ 

,1 

X- 'l. + l 

-=: ¿ :¡:¡-= 
x
-1 

I X r _1 =J )( 
x" x 

r1 x = 
(n - I) x n 

x r _ l = J x- n- ' dX= 
X n + 1 

X 

- 1 
n X II 

x 

(\Villi:"" ~ fJ l, :!) 




