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( Continunacion)

21. En la prdctica se seguira, segun los casos, el modo de
descomposicion que mas convenga a la fraccion que se trata de
descomponer; lo importante es conocer, de antemano, la forma
que deben tener las fracciones simples.

El modo que mas se debe recomendar es el siguiente:

1.0 Cuando todas las raices de f (x)=0 son simples se escribe:

6(x) A B L
flx)  x—a  a=b ¥ :

Se multiplican los dos miembros por / {x) i se hace sucesiva-
mente v=¢, x=4 etc. Es fdcil ver que asi se obtienen separa-
damente cada una de las constantes.

2. El mismo método se emplea en caso de raices imajina-
rias; se ticne entdnces

P! x) {1” M_,rv—i—[\'
f( ) r—a (v—a)*+ B2
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Despues de la multiplicacion de los dos miembros por / ()
se hace v=u+ 3/ —1 i sc ignalan separadamente las partes
reales i los cocficientes de ,\/T—“I, sc obtienen asi dos ecuaciones
que determinan A7 i V.

3% Cuando f (2)=0 tiene raices multiples, por ejemplo, la
raiz a repetida # veces, se escribe

(fl’ ‘/\) _ /In An -1 I 1 (/)'l (‘)

VAN (.\'—(l)”_+ "(:r—(z)“”’ Fanenee +.r— a (X))

Se multiplican los dos miembros por / (x) 1 sc tiene

i (P)=dy ful@)+ i (w=a) fo (F)Fossors +
+d, (x—a)y Tt fL (@) +(r—a) ¢, (1)

Sc hace v=a 1 se obtiene

P (@)= A S ((l)

Iin seguida sc toman las derivadas de los dos miembros i se
hace de nuevo 1 =a, sc obtienc

p(@)=dAy o (D+ Ay, futx)

Sc deduce asi #1, ; sc toma de la misma manera la segunda
derivada para obtener /1, _, i asi en scguida.

IXl mismo procedimiento se aplica a las raices imajinarias
multiples.

Ejemplo: Sc tienc la funcion racional

K (fﬁ)_x" Fad—2x243a—1
Sx) T a(a—1)® (vE41)

Aplicando las reglas indicadas se escribird:

$ @) A B C | Mx+y

J(x) r +(\x—l)'~’+';—lr X4
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I multiplicando los dos miembros por /() tendremos

at—pb—2at 4 3x—1=A (r—1) P+ 1D+ P (x*41)+
Cx(v—1) (22 +1)+(Mr+ V) x (v—1)*

Hagamos x=0 sc tendra —1=.1 o bicn

Ad=—1
" =1 " 2=5 1 " b=1
_ L (M=
T 242 /—1=2\N+27 /-1 {{/V::

Para determinar € se toman las derivadas de los dos miem-
bros 1 s¢c hace x =1 sc obtiene asr:

6=4 B+2C
O bien
C=1
Finalmente:
St et S BRI SN S et
x(ar—1)*(xv*41) T & (v—1)* v Pl + AE 4

Iutcgracion de las fracciones stinples

29, — Estas fracciones, como se ha visto mas arriba, son de
cuatro formas distintas; tendremos entdnces las siguientes inte-
grales

1.0 J ‘,1' —dyv=A j 7 o =AL ('1"_“)
— r—a

” o A s _”/l ] ,,,[

- (x—ay = p—1 (r—a)p !
a0 zq[ 1’+1‘\'r

3.

Tomay 2 "
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Para efectuar esta integracion, se hace

r—a=0bz
dx = bds
Luego

Mx+ N _ Ma+ N [ dz sdz
j(x—a)*—}—l)z dr= b J l+z‘-’+MfI+z'-’

_ Ma+ N

- ~ M ~2
b drCtgu—"TL(I‘*-u)

Myx+ N,
(=) +0° 7%

Se hace tambien
r—a==0bz

dy=bdz

Entdnces, si se representa la integral buscada por /

7o MyatVy a5 +g,ﬂiv sz
bep-1 (g4 1) " 2Pz f(z*41WP
Se tiene ahora
Al
_wz !
(e*+1)P z2(p—1) (1P ¢

Sea tambien
ds
Ep = (‘: 2 + I)p
Se puede escribir

. (s* +1—35%)dz 2 ds
Ep = (gg_i_l)p =E[)~1_' (Zz_*_l)p’
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Ahora, aplicando el procedimiento de integracion por partes

= ([,L
(e +1)p

T

ty |

READICE:

as
uv-‘*+fz FEDICENE

_ Bp
2(p—1)(s2+1)P 2 (p—1)

Haciendo la sustitucion, tendremos

- 2p—3
Ey o ~E,_
P =t R T 2D
Esta férmula de reduccion se podra aplicar hasta espresar
E, en funcion de /7,
Se tiene ahora:

Luego se podra obtener /.,

Aplicacion.— Se tiene

fir*-}-x‘—”'z +3x—1

_ ax
x(x—1)* (22 41) f(::—l)z

dx 241
+ ot f o

. + 7L (x—1) +—iL(x‘~’+I)+arc Lo x

=—Lxr—

X

[\x—l)Jx A1 +arc g x—

xr—1

Integracion de algunas Sunciones irracionales

93.— El método para averiguar si una funcion irracional es
integrable consiste invariablemente en buscar si, por una sus-
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titucion conveniente de la variable, se pucde trasformar la es-

presion dada en otra que sca racional.

/ av+ b

1.” IFuncion racional de v 1de .
NP

Sea la integral

m

’ 7 (x, /[“‘ 2 | dx
N cr+h.

Pongamos
m

/ av+b .
N cr+/4 _")

Se deduce

ar+b N

cr+n
iz —b

= i
a—cz"

s (alr—eh)
‘ds

dyr= 3z
[(I_[-:Ill J"'

Sc ve que, si se reemplaza en la integral considerada, x 1 dr
por estos valores <e tendra la integral de una funcion racional
de z que siempre se puede efectuar,

2.0 IFuncion racional de x 1 de /u + br4cr.

Sea )
J/" (v, SaFbrters Ydx
Para evitar la introduccion dc las imajinarias en los cdlculos,
se distinguen tres casos:
1.7 caso. El cocficiente a ¢s positivo. Sea a=«*, sc pone

Natbrdert =Jat +br+crt = a+or
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Lucgo
WA et =t 20 4 oF

O bicn, quitando «* i supritmien o ol factor comun o
v (1'—5"'/ :_‘,l;-_/)

Se deduce de esta formula:

2as—=0
X=
c—z*
4V etz —bz
dv=2 . Hm=p T T =

18]

[Haciendo la sustitucion en La integral propuesta se obtiene

otra que es funcion racional de =, luego es integrable,
Ejemplo: Sea
dx
i o1 o ®
Ion este ejemplo a es ivual a1, luego se pondrd
JIFvE=r4as

1 se obtiene

Iaciendo la sustitucion se obtiene

Ay e
’ . =2
JEaE 11—z
Ahora
2 I 1
=t
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Luego

IFinalmente, reemplazando = por su valor en v

dx v ST A% —g
L, =L N =L (v S+t

f'»/l +° V= x4 Vi)

2.0 caso. — Kl coeficiente ¢ es positivo, sca c=+y* Sepone

Ja+lr+ crr= Ja+ oo+ ‘)/_2._13 =yr+s

Luego
atbr+yiat=y* xt 42 yarz+z*?

Suprimiendo el término comun y*x*, queda
v(b—2yr)=st—a

Lucgo

3 —a

N =

b—2ys

dp= 2!1 —ayt T (b—2yz)t

La sustitucion en la integral propuesta da una funcion racio-
nal de = que se puede integrar.

d.

v
Ejemplo: Sca todavia la integral Jisa

’ . . . /
Aquf ¢ es igual a 1, de mancra que sc puede escribir

STttt =a4s
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Se obtiene asi

d: ' I
J——L—r},— =— [«dﬁ —Lz=—L ((J1+x*—2)

= L(v+ /1 +27)

3.° caso.—Si los dos coeficientes @ i ¢ son negativos puede

succder que las raices del polinomio del segundo grado igua-
lado a cero sean rcales; scan « i (3 estas raices; se puede

escribir
~/;zv—{-li x4t = Jch‘——a) (x=8)
Se pone entonces

JC (r—a) (x— B) =(xr—a)2

I se deduce
c(r—B)=(r—a) z*
Luego
cB—uzt
=
c—z*
I

s Eﬁiﬁf_“)dz

c—z*°

La sustitucion de x i dx dard otra vez la integral de una fun-

cion racional de z.
Aplicacion.— Sea la integral

_d,r
[ —x?

Las raices de 1 —x% =0 son reales, se puede por consiguiente

escribir
JI=ri=(14x)z
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Luego
1—x=(14x) 57

r(14s3)=1—25°
dx(1+2%)=—2s5(1+2)dz
Haciendo la sustitucion se tendra

2 dsf =—2arcigs+C=

= —2 arc tg\/i—i—i—-}-(ﬁzarc senx+ C'

4.2 caso.—Si a i ¢ son negativos i las raices imajinarias no se
podrd evitar el empleo de las imajinarias, i esto es natural por-
que Ja+obxr+cx* es, en el caso considerado, una espresion ima-*
jinaria para todos los valores de z, la integral se obtendrd por
uno cualquiera de los procedimientos indicados mas arriba i

serd naturalmente imajinaria.

Integrales de las funciones vacionales de lineas trigonométricas
24.—Sea la integral.
F(sen x, cos x) dx

La funcion # es por hipdtesis una funcion racional de sen 2
i cos a; el método jeneral para integrar consiste en poner:

x
&=
Se tiene entdnces:
2z —z2
Sen ¥ = rﬁ:ﬂ_: COS le—éz—
dz

~2%
~

dr=2—
I
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Se ve que la sustitucion dard la integral de una funcion ra-
cional de g, integral que se pucde obtener,

Este método conduce siempre al resultado, sin cmbargo los
calculos son a veces largos i complicados, de manera que en re-
gla jeneral no se emplea sino cuando otros ensayos prelimina-
rios no conducen a la integracion.

Asi, si se pide la integral

7 :Jscn‘” tdx

£l método mas sencillo serd de buscar una féormula de re-
duccion; se escribira

Ly = |sinm z2v (1 —cosy)dr=/,_,— [sin™ %1 cos®x dx

La integracion por partes da en seguida

: . cos r sin™ 'y sin™ x
sin™~=2 1 cos® dr= + | ———dx
e — 1 72— 1
Luego
cos ¥ sin™ 'y 1
[m :[m—:_"' -
1 —1 =1
O bien
/ =1 7 cosxsin™ iy
m - //[ m-—-a ]Jl

Esta formula aplicada sucesivamente conducird finalmente a
una dc las dos intcyrales

/, :Jsin rdr=—cos v

[,=|dvr=x

TOMO LXXXVII 52
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25.- Integracion de las diferenciales binomios.

Son las integrales de la forma

f a" (a4 o P dx

Para hacer la integracion sc hace
a+ba" =z

. " : 41 ,
i se avcrigua ficilmente que cuando——”ves un numero entero,

la diferencial se trasforma en funcion racional de z que se puede
integrar.
Como la integral se puede escribir tambien

fx'" bop (qr=" 0 dx

Se ve que tambien se podrda integrar cuando

w41
j +pescn-

tero.

CAPITULO VI
APLICACIONES JEOMETRICAS
De las tangentes a las curvas

28.—Sea, de una manera jeneral
I (x,py)=o0
la ecuacion de una curva. Si 2, ¥ son las coordenadas de uno de

sus puntos i .\, V los coordenadas variables la tanjente cn el
punto x, ¥ tendrd por ecuacion

F i = P i
* = dx (‘\ —A)
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; a . . i .
Se obtiene ku’lx por medio de la diferenciacion de la ecuacion

de la curva

dar . dl

N’,‘L’ oy

dy=o0

La ccuacion de la normal serd

da

Vey=— (Y —x)

Ejemplo.—Zanjente a la elipse.
Su ecuacion es

a® yr 40 vt =a* b*
Se deduce por diferenciacion

20y dy+20* v dr=0
Luego
ay 0% &

dr a* y

I la ecuacion de la tanjente serd

b2 x

Vegfmurm a‘y

(X =)

O bien
a® Yy+b* Xv=az b

Si la ecuacion de la curva se presenta bajo la forma

x=f (u)
y=¢ ()
Se tiene
de=f" (u) du
dy=¢’ () du
Luego

dy _ ¢ (n)

dx ~ f (0
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Ejemplo: Zunjente ala cicloide.

La cicloide es la curva enjendrada por un punto de una cir-
cunferencia que rueda en su plano sobre una recta.
Sea 7 ¢l radio de la circunfe-

Yy 1 rencia, (LY la recta sobre la cual
ST rueda, J7 el punto que enjendra
p la cicloide i () la posicion que
' \ tenia J/ cuando el radio CA7 cra
! \| perpendicular a OX; se consi-
M “ / deran como cjes de coordenadas
: / la recta 0.\ i otra O} perpen-
o ——- . dicular.
1/ 3 X

Scan x, ¥ las coordenadas de
A7 i« ¢l ingulo que hace el ra-
dio CA7 con ¢l radio €/ perpen-
dicular a O.\; la definicion mis-
ma de la curva permite espresar ¥ 1) ¢ funcion del dngulo
ausiliar # i se tiene

F=gra—8CN ")

y=r(1—cos )
De estas dos ecuaciones sc deduce

dv=rdu (1 —=cos u)

dy=rdit sen u

Lucgo
dy sen ”
=——--—=Ccntg -
v I —cCos # 2 2

Esta férmula nos muestra que la tanjente a la cicloide en cl

. E . u
punto A7 hace con el ¢je O\ un angulo igual a yo’— , luego

Ja tanjente considerada pasa por cl punto /1,1 la normal serala
recta /73 que pasa por ¢l punto de contacto de la circunferen-
cia con O.Y.

Tanjente a la cpiciclorde. — Ysta curva cs la que describe un
punto de una circunferencia que rucda en su plano sobre otra
circunferencia.
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Sean: 7 el radio de la circunferencia mavil €, R el de la cir-
cunferencia fija O; £ ¢l punto de partida de la epiciloide; 47

un punto de la curva ‘
cuando la circunferen- L

cia mévil es tanjente en ‘ /_,
B ala circunferencia fi- L

ja; se consideran dos !
ejes rectangulares de
coordenadas uno OX i

| 1 z o
Ve v [
. e \/{4
que pasa por cl punto | B e R e e

E otro QY perpendicu- \ /
lar, el orfjen estd en cl
centro de la circunfe- S -
rencia fija. )

Se consideran dos

dngulos auxiliares: uno SCM=u que hace cl radio CA con
BC, otro BON = ¢ que hace la linea de los centros OC con 0.

Secan &, 7 los coordenadas de A7 se tendrd

x=(N+7r) cos hp—r cos (i+ )
p=(R+r)sen p—rsen (u+p)

Ahora la definicion misma de la curva muestra que
ru=R ¢

De las eccuaciones anteriores se deduce

dr=—(R +r)sen ¢ dp+rsen (w4 ) (du+dp)
dy=+(R+r)cos pdp—r cos (u+¢) (diu+dp)

rdu=~R (I'(/)
O bien

de=(R+1) d¢p { sen (u 4+ ¢p)—sen ¢ }

dy=(R+7r) di { cos p—cos (i+¢p) :
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Luego
dy  cos p—cos (i + )

== I

o ‘
dr  sen(u4¢)—sen ¢ (2 + d’)
Asi el dngulo que hace la tanjente en 47 a la curva con el eje
5o 7 - y o
OX esigual a — ¢, por consiguiente esta tanjente pasara por

el punto A, de encuentro de OC con la circunferencia movil;
tambien la normal pasard por el punto de contacto 5 de las dos
circunferencias.
Otro ejemplo: Tanjente a la podar de una curva,
Sea AFB una curva plana cualguiera; por un punto O se ba-
jan perpendiculares sobre
: B todas las tanjentes a esta
y curva i se llama podar de
v la curva 475 el lugar jeo-
" ¥4 métrico de los piés de es-
& “ r tas perpendiculares; el
P
punto O es el polo de la
N podar. Se trata dec trazar
4— s ----- --—— la tanjente a este lugar
© jeométrico.

Sea A7 un punto de la
curva AF, OPF la perpendicular bajada desde O sobre la tan-
jente cn 17 a la curva AJ7; el punto £ es un punto del podar.

Sean x, y las coordenadas de J7; #, v las de /7, se tiene

~

dy
& == dx (n—z)

i ;
(1 / dx
v= ———U
\ dy
La climinacion de a ¢ y entre estas dos ecuaciones i la de la
curva /175, daria la ecuacion de la podar. Se quiere solamente

. of .
dcterminar el valor de :—V De las dos ecuaciones (1) se deduce

it
la siguiente:

v (v=1)=—u(t—2x)
I, diferenciando

dy (21!—]')——1/(2’)’: —du (31!—1’) + udy
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Pero los dos términos—ydy, ndr se destruyen lucgo ten-
dremos
dv(2v—y)=—du (2 2—x)
O bien

N x

Sea C el punto medio de OM, la recta PC ticne por cocfi-
ciente angular

£

u—E‘ L
2 &
Luego la tanjente buscada es perpendisular a PC.

Tangentes a las curvas veferidas a coordenadas polares

Sean: A8 una curva, M uno de sus puntos, » la distancia de
MalpoloOif
el angulo que
hace OM con A r
el eje polar oo
0X, la ecua-
cion de la cur- R ¥
va ADB sera de LY T ) ¥
la forma si- : 4
guiente

F (8, 7)=0 R

Sea M7 la LV L
tanjente a la . !
curva en /7, la
costumbre es
de determinar
el angulo V
que hace esta #
tanjente con el radio vector OM. Para obtener V se considera
un punto 47" infinitamente proximo de 4/ i se traza la perpen-
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dicular A7 de M sobre OM’; ¢l dngulo en M del triangulo
P tiene por limite V7 de mancra que se puede escribir

P

U Vim 2 A7 —Tim
g V=lm g M =lim P

~ Para obtener este limite de infinitamente pequeiios, se pue-
den despreciar los infinitamente pequenios de orden superior &
los que se conservan. Sea, por ejemplo, @6 cl incremento de 6,
se podra tomar o7 para el incremento correspondiente de 7, en
seguida se escribira
P =rsen df=rdf
PA =vr+dr— cos dO=dr
T.ucgo
rdf

——iil
g b dr

df - .
La razon - se deducird de la ccuacion de la curva segun

ar
las reglas conocidas.

Ejemplo: Sea la curva

20
r=ac¢
Sc tendri
dr=aun L,ué): wrdo
I
fo o rdA _ I
S U T wrdd T n

El angulo I es constante. -
Sub-normal i sub-tanjente cn coordenadas pelares

Sea A/C" la normal a la curva en 47 i OC perpendicular a
OAM; 1a lonjitud OC es, por definicion, la sub-normal en J7. Su
valor se deduce luego del tridngulo J/0C en ¢l cual se tiene

r dr

OC= 7= "



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 733

Sea tambien /¢ ¢l punto de encuentro de la tanjente 477 con
la recta CO se dice que OF es la subtanjente. Se tiene tambien,
en el tridngulo J/0F

»* df
ar

OE=rtg V=

SOLUCIONES JEOMETRICAS

2'7.— Varios problemas sobre determinacion de las tanjentes
se pueden resolver jeomdtricamente, aplicando siempre los prin-
cipios del cdleulo de los infinitamente pequerios. Estas solucio-
nes jeométricas se deducen de las proposiciones siguientes:

1.* Proposicion. — Para determinar la diveccion de una tan-
Jente @ una curva o bien la direccion limnite de una recta que pasa
por dos puntos infinitamente prd imos como M i M'; se puede
recmplasar uno de los puntos, D' por ejemplo por otvo M" con la
condicion que M M" sca infinitamente pequeno de drden supe-
rior a MM

Para demostrar esta proposicion basta demostrar que cl an-
gulo M" A1 M" tiende hdcia cero.

Sea, en el tridngulo 47" M M, e el angulo en A/ iacl dngulo
en J{” sctiene

sene _ sen
MMM A
O bien
MM

sen e= -5, Sen «
MM

( Continnard)
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